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1. CUERPOS GEOMETRICOS

En nuestro entorno observamos continuamente objetos de diversas formas: pelotas, botes, cajas, piramides, etc. To-
dos estos objetos son cuerpos geométricos. A lo largo de todos los tiempos se han utilizado estos cuerpos en el arte y en

la arquitectura.

Cuerpos geométricos son porciones de espacio limitadas por superficies planas o curvas.

Clasificamos, en el siguiente esquema, los cuerpos geométricos:

CUERPOS GEOMETRICOS
|
I |
POLIEDROS CUERPOS REDONDOS
(cuerpos con caras planas) (cuerpos con caras curvas)
| | I | | |
POLIEDROS ‘ CUERPOS
REGULARES PRISMAS | PIRAMIDES CILINDROS | CONOS | ESFERAS ESFERICOS
2. POLIEDROS

| Un poliedro es un cuerpo geométrico que esta limitado por cuatro o mas poligonos. |

Los principales elementos de un poliedro son:
Caras o poligonos que lo limitan.
Aristas o lados de las caras.

Vértices o puntos de corte de las aristas.

Diagonales o segmentos que unen dos vértices de distintas caras.

diagonal

vértice

Dentro de ellos, haremos la siguiente distincion: diremos que un poliedro es convexo si todas sus caras se pueden
apoyar en un plano; cuando no ocurre asi, se dice que el poliedro es concavo.

N

Poliedro convexo Poliedro concavo
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2.1. Poliedros requlares

Los poliedros regulares son aquellos cuyas caras son poligonos regulares iguales y en cada vértice concu-
rren el mismo numero de caras.

Sélo existen cinco poliedros regulares. A continuacion te mostramos cada uno de ellos con su definicion:

Tetraedro Hexaedro o cubo Octaedro Dodecaedro Icosaedro
4 caras 6 caras 8 caras 12 caras 20 caras
triangulos equilateros cuadrados triangulos equilateros pentagonos triangulos equilateros

2.2. Prismas y piramides

Los primas son poliedros cuyas bases, paralelas entre si, son dos poligonos iguales y sus caras laterales
son paralelogramos.

Un elemento caracteristico de los primas es la altura o segmento perpendicular a sus bases.

Podemos clasificar los prismas de la siguiente manera:
Por los poligonos de sus bases pueden ser triangulares, cuadrangulares, pentagonales, etc.
Rectos y oblicuos, seglin que las aristas laterales sean perpendiculares u oblicuas a las bases.

Regulares o irregulares. Son regulares aquellos prismas rectos cuyas bases son poligonos regulares; y son
irregulares cuando falta alguna condicion de regularidad.

Paralelepipedos son prismas cuyas bases son paralelogramos, luego sus seis caras son paralelogramos. Los
paralelepipedos rectos se denominan orteedros, y son el ortoedro (o paralelepipedo rectangulo) y el cubo (o

hexaedro).
base
1
arista ‘
lateral \ Sy e L), N
1
i arista
! lc;tr e ’ lateral E
altura i era 3
g
- b -
arista /
base base

bdsica

Prisma pentagonal recto (regular)
Base: pentagono regular

Prisma cuadrangular oblicuo (irregular)
Base: cuadrado
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Paralelepipedos:
I
I
I
1
I
I
I
o ____
Ortoedro o paralelepipedo rectangulo Cubo o0 hexaedro
Todas sus caras son rectangulos Todas sus caras son cuadrados

Las piramides son poliedros que tienen por base un poligono y sus caras laterales son triangulos que con-
curren en un vértice.

Los elementos mas caracteristicos de la piramide, ademas de los
generales de los poliedros, son:

Altura, h, o distancia del vértice al plano que contiene la base. apotema

lateral

Apotema lateral, ay, es la altura de sus caras laterales.

Apotema de la base, ay, es la apotema de la base.

Estos tres elementos forman un tridngulo rectangulo que nos resul- d‘Z’l"t‘Zma
tard muy util en los calculos de areas y volumenes. abase
Piramide pentagonal recta (regular)

vértice
Podemos clasificar las piramides de la siguiente manera:

Por los poligonos de sus bases pueden ser triangulares, cuadrangu-
lares, pentagonales, etc. arista lateral —__

altura

Rectas y oblicuas. Las piramides rectas son aquellas que tienen por cara lateral
caras laterales triangulos isosceles. Si alguna cara lateral es un
triangulo escaleno, la piramide es oblicua.

Regulares o irregulares. Son regulares aquellas piramides rectas
que tienen por base un poligono regular; y son irregulares cuando

falta alguna condicion de regularidad.

arista
bdsica base

Piramide pentagonal oblicua (irregular)

base menor

apotema
El tronco de piramide es la parte de pi- e
ramide comprendida entre la base y la sec-
cion producida por un plano paralelo a la
base. La altura del tronco es la distancia
entre las bases y la apotema es la altura de

una cara lateral (trapecio).

altura

base mayor  apotema
de la base
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2.3. Teorema de Euler

A partir de los siguientes poliedros convexos construimos la tabla que figura mas abajo.

7

Piramide cuadrangular Piramide triangular Diamante
truncada
Poliedro C (caras) | V (vértices) | A (aristas) | C+ V- A4
Piramide cuadrangular 5 5 8 2
Piramide triangular truncada 5 6 9 2
Diamante 11 11 20 2

Observa el resultado curioso que obtenemos en la Gltima columna: C + V' - 4 = 2. Este resultado fue descubierto por
Leonhard Euler (1707 — 1783) y se conoce con el nombre de teorema de Euler.

Teorema de Euler

En cualquier poliedro convexo se verifica que el nimero de caras (C) mas el nimero de vértices (V) es
igual al numero de aristas (4) mas dos.

N° de caras + N° de vértices =N°de aristas +2 b C+tV=A4A+2

EJERCICIOS

1. Indica a qué poliedro regular corresponde cada desarrollo.

Pl o=

Prismas Piramides
C vV A C V A

2. Completa las siguientes tablas.

Base

Triangular
Cuadrangular
Pentagonal
Hexagonal
Heptagonal
Base: 15 lados
Base: n lados

Poliedros regulares C V A

Tetraedro
Hexaedro
Octaedro
Dodecaedro
Icosaedro

Matemdticas 32 ESO Areas y vollimenes de cuerpos geométricos : 4



www.matesxronda.net

José A. Jiménez Nieto

3. CUERPOS REDONDOS: CILINDRO, CONO Y ESFERA

Los cuerpos redondos de revolucion se obtienen al girar una figura plana alrededor de un eje. Los tres cuerpos de
revolucion mas sencillos son el cilindro, el cono y la esfera.

El cilindro es el cuerpo geométrico
que se obtiene al girar un rectingulo
alrededor de uno de sus lados.

El cono es el cuerpo geométrico que
se obtiene al girar un tridngulo rectan-
gulo alrededor de uno de sus catetos.

La esfera es el cuerpo geométrico que
se obtiene al girar un semicirculo alre-
dedor de su didmetro.

eje

|

—

Detallamos a continuacion los elementos mas importantes de estos cuerpos.

Cilindro

Altura (h) es el segmento que une
el centro de las dos bases. Es per-
pendicular a ambas bases.

Radio (r) es el radio de cada uno
de los circulos que forman sus ba-
ses.

Generatriz (g) es el segmento que
genera el cilindro. Su medida coin-
cide con la de la altura.

genera el cono.

Cono

Altura (h) es el segmento que une
el vértice y el centro de la base. Es
perpendicular a la base.

Radio (r) es el radio del circulo
que forma su base.

Generatriz (g) es el segmento que

Esfera

Radio (r) es el segmento que une
el centro con un punto cualquiera
de la superficie que limita la esfe-
ra.

Diametro (d) es el segmento que
une dos puntos de la superficie es-
férica pasando por el centro.

3.1. Secciones de los cuerpos redondos

Cuando se corta un cilindro o un cono por un plano
paralelo a la base, la seccion que se obtiene en cada caso
es un circulo. En el caso del cilindro, el circulo que se
obtiene es igual que el de la base. Al cortar un cono por
un plano paralelo a la base se obtiene un cono menor y
un tronco de cono que es la parte de cono comprendida
entre la base y la seccion producida por el plano.

Al cortar una esfera por un plano se obtiene siempre
un circulo. Si el plano pasa por el centro de la esfera se
obtiene un circulo maximo (cuyo radio es el radio de la
esfera). Si el plano no pasa por el centro se obtiene un
circulo menor.

Tronco de cono

'Y

Circulo maximo

Secciones circulares

Circulo menor
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4. TEOREMA DE PITAGORAS EN EL ESPACIO

4.1. Diagonal del ortoedro v del cubo

La diagonal de un ortoedro se puede calcular generalizando el teorema de Pitagoras a triangulos rectangulos situados
en el espacio.

Llamando a, b y c a las tres dimensiones del ortoedro (ancho, lar-
g0, alto) y D a la diagonal resulta:

Si notamos por d a la diagonal de la base, se tiene:

d=da’+b [1]

D
Por otro lado, en el triangulo rectangulo sombreado tenemos:
R S 4 1 D=d+d 2]
_ .
Sustituyendo [1] en [2] obtenemos:
D=+ + b D=va*+b*+¢?
I
i En el caso particular del cubo, las tres dimensiones son iguales,
I
a
| D por ello:
I

e s

/, g . 4 D:ﬂa2 +a2 +a2 p D= 3a2 =a\/§

4.2. Relaciones métricas en piramides, conos y esferas

El teorema de Pitagoras permite relacionar la altura (%) de la pirdmide con la apotema lateral (a;) y con la apotema
de la base (a;). También relacionamos por este teorema los elementos de los conos: altura (%), radio () y generatriz (g).

En las siguientes figuras se calcula un lado de un tridangulo rectangulo en piramides, conos, troncos de cono y en es-
feras, cuando se conocen los otros dos lados del tridngulo (unidades en centimetros).

Calculo de A Calculo de g Calculo de g Calculo de r

o
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EJERCICIOS

3. Calcula el valor de la diagonal de un ortoedro de dimensiones 8" 6" 4 cm. Halla también el valor de la diagonal de un
cubo de arista 4 cm.

4. En los cuerpos siguientes, calcula la altura de la piramide, el radio de la esfera y la generatriz del tronco de cono.

2cm

13 em “
\/
7 cm

Sem 6 cm

5. AREAS DE POLIEDROS

El drea de un poliedro se obtiene sumando las areas de todas las caras que lo forman. Para las piramides
y prismas se pueden obtener formulas sencillas que permitan calcular el area.

5.1. Areas de poliedros regulares

Hallemos las areas de los poliedros regulares en funcion de la arista a. Para aquellos cuyas caras son triangulos equi-
a3

4

lateros (fetraedro, octaedro e icosaedro) recordemos que el area de un triangulo equilatero de lado a es 4 =

(véase la unidad didactica Relaciones métricas y dreas en el plano).

Tetraedro (1) Hexaedro o cubo (2) Octaedro (3) Icosaedro (4)

N
AW

AV

2 2 2
A:4><Am:4x# A=6%d,,, =6%° A:SXACM:SX# A:20><Acara:20><#

_ 2
A=a*\3 A=24a*3 A=5a%3

Dodecaedro (5)

’ ‘ La féormula que nos permite obtener el area de este poliedro es la siguiente:

A=3a%25+1045

(L

Ejemplo. Calculemos las areas de los poliedros regulares de arista 5 cm.

(1) A=a/3 =5*%/3 =43'30cm? (2) A=6a* =652 =150 cm?
(3) 4=2a%\3=26%%/3 =86'60cm> (4) A=5a>3 =562 %/3 =216'51cm?

(5) A=3a2y25+10V5 =362 %/25+104/5 =516'14cm?
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5.2. Areas de prismas v piramides rectas

El desarrollo de un prisma recto es un rectangulo (formado por las caras laterales) y los dos poligonos de las bases.
Uno de los lados del rectangulo es el perimetro del poligono de la base (Pp) y el otro lado es la altura del prisma.

Prisma recto y su desarrollo

El area lateral es igual al perimetro de la base por la al-

tura:
A = Pg X
h
El area total es igual al area lateral mas el area de las
dos bases:
|4y = 4, +2x4,)|
b Perimetro = I >
Ejemplo. Una caja de galletas con forma de paralelepipedo mide lo mismo de largo que de alto y su ancho es doble

que el largo. Si la diagonal de una de sus caras mas grandes mide 20 cm, encuentra la cantidad de carton
necesaria para su construccion.

Llamamos x al largo o alto de la caja, su ancho es entonces 2x.

Aplicamos el teorema de Pitagoras para hallar el valor de x:
(2x)% +x2=20>0 5x* =4000 x> =800 x=+/80 @'94cm
Con este valor obtenemos las areas: A, = Py xh = 6x *x = 6x> = 6 X80 = 480 cm’
Ap = 2x xx = 2x* =2 x80 = 160 cm’
Por tanto, el carton empleado en la construccion de la caja es:

Ap=A; +2 x4z =480 + 2 x160 = 480 + 320 = 800 cm’
El desarrollo de una pirdmide recta 1o forman varios tridngulos isdsceles (caras laterales) y el poligono de la base.

Piramide recta y su desarrollo

El area lateral se obtiene sumando el area de todas
las caras laterales:

A; = suma de las dreas de las caras laterales

El area total se obtiene sumando al area lateral el
area de la base:

Matemdticas 32 ESO Areas y vollimenes de cuerpos geométricos : 8
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Ejemplo. La siguiente figura representa la torre de la iglesia de un pueblo. Sus dimensiones son las siguientes: la
longitud de la arista basica del prisma hexagonal regular es de 6 m, la de su altura es de 9’7 m y la de la
arista lateral de la piramide hexagonal regular es de 13 m. Con estos datos, halla la superficie externa de

la torre.
El area lateral del prisma es: A4, = Pg Xh = 6 X6 X9°7 =349°2 m?
El area lateral de la pirdmide es la suma de las areas de sus caras laterales (triangulos
‘\\ isosceles), por lo que necesitamos conocer la apotema lateral, ;. Para ello, utilizamos el
\ triangulo rectangulo que se forma en cada una de las caras de la piramide y por medio
Py del teorema de Pitagoras obtenemos:
| 32+a? =130 a? =132-32=169- 9=160 U
| | 13
S N k 0 a, =160 @2'65m

3

642'65

El area de cada una de las caras laterales de la piramide es =37'95m?

Con esto, el 4rea lateral de la piramide es entonces 4, = 6 x37°95 =227°7 m’
Por tanto, el area de la superficie externa de la torre es:

Ator‘re = ALprisma + ALpirémide = 349’2 + 227’7 = 576’9 m2

El desarrollo de un tronco de piramide son varios trapecios y los dos poligonos que forman las bases. El area de una
cara lateral es el area de un trapecio y el area lateral la suma de las areas de todas las caras laterales.

Tronco de piramide y su desarrollo

El area lateral se obtiene sumando el area de todas
las caras laterales:

|A ; = suma de las dreas de las caras laterales

El area total es igual al area lateral mas la suma de
las areas de la base mayor y de la base menor:

[Ar =4, + A, + 4,

EJERCICIOS

5. Calcula el area total de un prisma hexagonal regular cuya arista basica y altura miden ambas 8 cm.

6. Calcula el area lateral y el area total de una piramide hexagonal regular de arista basica 6 cm y 4 cm de altura.

N . ., Py xa
7. Demuestra que el area lateral de una piramide regular se puede obtener mediante la expresion 4; = e

. Aplica
esta formula con los datos del ejercicio anterior y compara los resultados obtenidos.

8. Calcula el area lateral y el area total de un tronco de piramide cuyas bases son cuadrados de lados 12 y 6 m, respec-
tivamente, y tiene una altura de 10 m.

Matemdticas 32 ESO Areas y vollimenes de cuerpos geométricos : 9
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6. AREAS DE CILINDROS Y CONOS

El desarrollo de un cilindro es un rectangulo y dos circulos. El rectangulo tiene por base la longitud de la circunfe-
rencia y por altura la generatriz.

Cilindro y su desarrollo

El area lateral es, por tanto: |4, =2prh

El area total es igual al area lateral mas la suma de las
I I areas de los dos circulos:

2wy

< Ay =2prh+2pr?

El desarrollo de un cono es un sector circular y un circulo. El arco del sector circular tiene de longitud 2pr, porque
es la longitud de la circunferencia de la base.

Cono y su desarrollo Por consiguiente, el area lateral es igual al area del sector

circular:

8
longitud de arco’radio _ 2pr>g
Ay = = =prg
2 2
\ - El area lateral es:
- El area total es igual al area lateral mas el area del circu-
lo de la base:
Ar =prg+pr’

El desarrollo de un tronco de cono es un trapecio circular y dos circulos. El trapecio circular tiene por bases las lon-
gitudes de las circunferencias.

Tronco de cono y su desarrollo

_ (longitud arco mayor + longitud arco menor) _

A = 5 X =
_(2pR+2pr) _2p(R+r)
= )(g = 2

2

El 4rea lateral es: Ay =pg(R+r)

El area total es igual al area lateral mas el area de los
dos circulos:

X =p(R+1)g

Ar =pg(R+r)+pR* +pr?

EJERCICIOS

9. Calcula el area lateral y el area total de un cilindro de 6 cm de didmetro y 8 cm de altura.
10. Calcula el area lateral y el area total de un cono de radio 7 cm y 24 cm de altura.

11. Calcula el area lateral y el area total de un tronco de cono cuyos radios miden 8 y 2 cm, respectivamente, y tiene una
altura de 8 cm.

Matemdticas 32 ESO Areas y vollimenes de cuerpos geométricos - 10
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7. PRINCIPIO DE CAVALIERI. VOLUMEN DE PRISMAS Y CILINDROS

7.1. Volumen del ortoedro

pd 7
El volumen de un cuerpo expresa el niumero de veces que contiene al cubo
& unidad. Asi decimos que el volumen del ortoedro del margen es:
2/ V=4 x2 x3 =24 u’ (unidades cubicas)
4

Ya conocemos, por cursos anteriores, que el volumen del ortoedro
se obtiene multiplicando sus tres dimensiones:

Volumen del ortoedro = ancho xlargo Xalto “

Como el ancho por el largo es el area de la base (43), resulta: V'=axbxh

como a Xb = Ap
Volumen del ortoedro = area de la base Xaltura = A XA 7

ortoedro

= Ay *h

En el caso particular del cubo, sus tres dimensiones son iguales,
con lo que:

Volumen del cubo = a Xa xa = a’

Ejemplo. Calcula el volumen de piedra que encierra el monolito de la figura cuyas piezas tienen bases cuadradas de
40, 30 y 20 dm de lado, respectivamente, y sus alturas son 5, 10 y 50 dm.

El monolito estd formado por tres ortoedros. Su volumen sera la
suma de los volimenes de éstos.

Hallemos el volumen de cada uno de ellos:
Volumen (1) = 40? x5 = 8.000 dm’
Volumen (2) =30 x10 = 9.000 dm’
Volumen (3) = 20* x50 = 20.000 dm’

El volumen de piedra es, por tanto, 37.000 dm’, es decir, 37 m’.

EJERCICIOS

12. Calcula el area total y el volumen de un cubo cuya diagonal mide 20 cm.
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7.2. Principio de Cavalieri

En la siguiente figura se observan dos montones de fichas que tienen la misma area de la base (el area de una ficha)
y la misma altura, pero tienen forma diferente. En la figura de la derecha hay dos prismas que tienen la misma area de la
base y la misma altura.

En los dos casos (fichas y prismas), las secciones que resultan al cortar por planos paralelos a la base son iguales y,
por tanto, tienen igual area.

.
—————

Las tres condiciones que cumplen los dos montones de fichas y los dos prismas (tener la base de la misma area, te-

ner la misma altura y tener la misma area las secciones producidas por planos paralelos a la base) permiten afirmar que
los dos montones de fichas y los dos prismas tienen el mismo volumen.

Principio de Cavalieri

Si dos 0 mas cuerpos de igual area de la base y la misma altura se cortan por planos paralelos a la base, y
las secciones producidas por cada plano en esos cuerpos tienen la misma area, entonces esos cuerpos tie-
nen el mismo volumen.

7.3. Volumen de prismas v cilindros

Vamos a calcular el volumen del prisma y el del cilindro a partir del volumen del ortoedro que ya conocemos. Para
ello, consideremos un ortoedro en el que el area de la base es Az y la altura es /, luego su volumen es V'= Ay Xh.

Supongamos ahora que los dos prismas de la figura y el cilindro tienen la misma area de la base (4) y la misma al-
tura (%) que el ortoedro.

S ———
PP —

Como los prismas y el cilindro tienen las bases de igual area y tienen la misma altura, las secciones producidas por
un plano paralelo a las bases a la misma altura tienen igual area. Por el principio de Cavalieri resulta que los prismas y
el cilindro tienen el mismo volumen que el ortoedro.

Matemdticas 32 ESO Areas y vollimenes de cuerpos geométricos - 12
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Como el volumen del ortoedro es igual al area de la base (4;) por la altura (/%) se tiene:
Viyrisma = érea de la base xaltura = A xh Veiimaro = area de la base xaltura = Az XA

Para el cilindro de radio r y altura A, se tiene en particular: Vg0 = Ap Xh = przh

Vprisma = AB *h
El volumen de un prisma o de un cilindro es igual al area de la base por la altura:

Vcitinaro = Apg X = pr *h

EJERCICIOS

13. Calcula el volumen de un prisma triangular regular de 8 cm de altura y arista basica 5 cm.

14. Inscribimos un cilindro en un cubo cuya diagonal mide 9 cm. Halla el volumen que queda entre el cubo y el cilindro
inscrito en el mismo.

15. Dados dos cilindros de igual altura £, y radios » y 2r, comprueba que el volumen del segundo cilindro es cuatro ve-
ces mayor que el volumen del primero.

8. VOLUMEN DE PIRAMIDES Y DE CONOS

8.1 Volumen de piramides

En la siguiente figura se observa la descomposicion de un prisma triangular en tres pirdmides triangulares.

BV
B' a Piramide 3
1
1 CV
1
A fou
b : ’
\‘ : // A fod
7
\\ 1 //
\\ /
14
A |
A 4
T,
A\ i
\}I/
<
//B \\
4 N
/ \\
p N
N
A C
Piramide 1 Pirdmide 2

C

Comprobemos que las piramides 1, 2 y 3 que resultan de la descomposicion tienen el mismo volumen:

Las piramides 1 y 3 tienen el mismo volumen pues sus respectivas bases ABC y A’B’C’ son iguales (bases
del prisma) y sus respectivas alturas coinciden con la altura del prisma.

Las piramides 3 y 2 también tienen el mismo volumen ya que sus respectivas bases BC’B’y BC’C son igua-
les y 1o mismo sus alturas correspondientes al vértice A4 .

Por tanto, el volumen de cada una de estas piramides es el mismo y es la tercera parte del volumen del prisma. En

consecuencia, el volumen de una piramide triangular es igual es igual a un tercio del volumen del prisma de la misma
base y altura.

V

pirdmide triangular

1
=—xAp %
3 B
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No obstante, cualquier piramide se puede descomponer en piramides triangulares. En la siguiente figura puedes ob-

servar como se ha descompuesto una piramide pentagonal en tres piramides triangulares.
Por tanto, el volumen de esta piramide es:
_ 1 1 1 1
irimide 3 = 5 *Ap M+ —XAp Yt —Xdp *h _§>(ABI +Ap +Ap ) =—xAp X

V= Vpirémidel + Vpirémide 2 + Vp
Este resultado se puede generalizar a cualquier piramide recta u oblicua. Asi, deducimos que el volumen de una pi-

ramide es igual a un tercio del area de la base por la altura.
=1 XAp Xh

V.., . =
iramide
? 3

Calcula el volumen de una piramide cuadrangular de 12 cm de arista basica y cuya apotema lateral mide

Ejemplo.
10 cm.

Claramente, la apotema de la base mide 6 cm.
Aplicando el teorema de Pitdgoras en el triangulo sombreado obtenemos la

altura de la piramide:
al =h*+a} b h* =a} - a} =10% - 6> =100- 36 =64

1 1
Luego 7 =+/64 =8cm, con lo que VZEXAB xh :§><122 B =384cm’

EJERCICIOS

16. Calcula el volumen del prisma y el de la piramide obtenida de ¢él.

un 71

Vpn'sma

Comprueba la relacion siguiente: Viismide triangular = 3
17. Calcula el volumen de una piramide de 15 m de altura y cuya base es un cuadrado inscrito en una circunferencia de

5 m de radio.

Areas y vollimenes de cuerpos geométricos
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8.2. Volumen de conos

La piramide y los conos de la siguiente ilustracion tienen la misma altura (%) y sus bases tienen la misma area (A4p).

Llamemos H,, H,, H; a las areas de las secciones producidas por un plano trazado a una altura x del vértice. Como
las secciones, en cada caso, son semejantes a la base, se tiene que la razon de las areas de cada seccion a la base corres-
pondiente es igual al cuadrado de la razén de semejanza.

De las tres razones primeras resulta H; = H, = Hj, es decir, las areas de las secciones producidas por el plano son to-
das iguales.

Aplicando el principio de Cavalieri, resulta:

Todas las piramides y conos con la misma area de la base e igual altura tienen el mismo volumen.

En consecuencia, el volumen de un cono es igual a un tercio del area de la base por la altura.

1 1
En particular, para el cono de radio r y altura 4, se tiene: Veono = 3 XAp Xh = 3 prih

8.3. Volumen del tronco de piramide y del tronco de cono

Para calcular el volumen de los troncos de piramides y de conos podemos aplicar, directamente, las formulas si-
guientes:

V=§>q,>(AB+Ab+,/ABxAb) V=§>1)><h>(R2+r2+R><r)
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No obstante, podemos también hallarlos mediante criterios de semejanza.

Volumen del tronco de cono

A

Para calcular el volumen de un tronco de cono, como
el de la figura, seguimos el siguiente procedimiento:

Calculamos la altura x del cono pequefio.

r=6m
Calculamos la altura A del cono grande.
h=12m
El volumen del tronco de cono es la diferencia entre
el volumen del cono grande y el volumen del cono
pequeiio.
R=14m

Y rp X =O%p -om
x+h R x+12 14

En nuestro caso, al ser los triangulos ABC y ADE semejantes, tenemos:

Calculamos la altura A del cono grande: H=x+h=9+12=21m
El volumen del tronco de cono es la diferencia entre el volumen del cono grande y el volumen del cono pequeio:

= % pR4*R1- %m 629 =1.372p- 108p =1.264p @3.970'97 m*

Aplicando directamente la formula, obtendriamos:

V= =1.264p @3.970'97 m*

PR +r2 +R%) _pA2X14° +6% +14%6) _3.792p
3 3 3

VYolumen del tronco de piramide

A
Para calcular el volumen de un tronco de piramide se-

guimos un procedimiento similar al utilizado con el cono:
Calculamos la altura x de la piramide pequeiia.

h=8em - Calculamos la altura H de la piramide grande.

El volumen del tronco de pirdmide lo obtenemos por

diferencia entre el volumen de la piramide grande y el
de la piramide pequeiia.

2 2

. A 0 1 0

Por semejanza, tenemos: —b:ga * 9 _5:83 r 9 P x=4cm
Ay ex+thg 135 éx+hg

Calculamos la altura H de la piramide grande: H=x+h=4+8=12cm
El volumen del tronco de piramide lo obtenemos por diferencia entre los voliumenes:

V:éXABXH- %XAb Xx:%><135><12- %><15x4:540- 20 =520cm’

Aplicando la férmula, obtendriamos:

y = h>{AB + A, + 4\ Ap XA/,): 8>{135+15+\/135><15):8>(135+15+45) _ 8495 _
3

3 3 3

520cm’®
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EJERCICIOS

18. Calcula el volumen de un tronco de cono de altura 6 cm, cuyas bases tienen 4 y 2 cm, respectivamente, de radio.
Solucién: V = 56p em® @175°93 cm’

19. Calcula el volumen de un tronco de piramide cuyas bases son triangulos equilateros de lados 8 y 4 cm, respectiva-
mente, y tiene una altura de 10 cm.

28043
3

Solucién: V = em® @161'66 cm?

20. Halla el volumen de un cono sabiendo que la longitud de la circunferencia de su base es 31’416 cm y su generatriz
mide 10 cm.
21. Calcula el volumen de un tronco de cono de altura 6 cm, cuyas bases tienen 4 y 2 cm, respectivamente, de radio.

22. Calcula el volumen de un tronco de piramide cuyas bases son triangulos equilateros de lados 8 y 4 cm, respectiva-
mente, y tiene una altura de 10 cm.

9. VOLUMEN DE LA ESFERA Y AREA DE LA SUPERFICIE ESFERICA

Vamos a obtener el volumen de la esfera usando el principio de Cavalieri. Para ello, consideremos una semiesfera
de radio r inscrita en un cilindro de altura y radio también 7.

El volumen de la semiesfera lo obtenemos restando al volumen del cilin-
dro el volumen del complemento (espacio entre el cilindro y la semiesfera):

Vsemiesfera = Vcilindro - Vcomplemento

Mediante el principio de Cavalieri vamos a demostrar que el volumen del complemento es igual al volumen del
cono de vértice O y base la del cilindro.

Observando la figura de la derecha, vemos que los triangulos rectangulos OEF y OHC son semejantes y como el
tridngulo OHC es isdsceles, también los es el OEF; por tanto, OF = EF. Si llamamos x = OF a la distancia del vérti-
ce O al plano que corta al cilindro, tenemos:

Acirculo seccion — p XEFZ = p X0E2 = p xxz

Observando la figura de la izquierda tenemos:

Acorona seccion — P X(EMZ - ENZ) [1]

Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo OEN se tiene que:

EN*=ON*- OE*=/*- x* 2]
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Sustituyendo [2] en [1] resulta:
Acorona seccion = P X(EM2 - ENZ) =p x(r2 - (V2 - x2)) =p x(r2 - r2 + x2) =p xxz

Por tanto, ambas secciones tienen la misma area, A irculo seccion = Acorona seccion - PO €l principio de Cavalieri resulta
entonces que Vcono = complemento -

Hemos hallado asi el volumen de la semiesfera:

1 1 2
Vsemiesfera = Vcilindro - Vcono = pxrz X - g"pﬁ”z ¥ = p>?"3 - §>‘p>ﬁ7’3 = E’ﬁ””3
4 3
El volumen de la esfera es, por tanto, el doble: Vostora = 3 pr

Ejemplo. Calcula el volumen de un cilindro de radio 6 cm y altura 6 cm, de un cono de radio 6 cm y altura 6 cm, y
el de una esfera de radio 6 cm, y exprésalos en funcion de p. Una vez hallados estos volumenes, com-
pmeba la relacion Vsemiesfera = Vilindro = Vcon0~

En efecto:
vV — 27 — 2 _ 3
cilindro = Pr"h =p*° 6 =216p cm
cono

v, =%pr2h=%><p>62>6=72p cm’

4 4
Vostora =§pr3 =§><p>63 =288p cm®> b 7,

semiesfera

=144p cm’

Se cumple entonces que:  Vitindro = Veono = 216P - 72P = 144P = Viemiestera

EJERCICIOS

23. Un teorema atribuido a Arquimedes afirma que el volumen de una esfera es los dos tercios del volumen del cilindro
circunscrito. Pruébalo.

24. Circunscribimos un prisma hexagonal regular a una esfera de 2 m de radio. Halla el volumen que hay entre el prisma
y la esfera.

La superficie esférica no se puede desarrollar sobre el plano como ocurre con la superficie de los poliedros o con el
cilindro y el cono. El proceso que se sigue para calcular el area de la superficie esférica es analogo al que utilizamos
para hallar el area de un circulo, partiendo de la consideracion de las areas de los poligonos regulares inscritos o cir-
cunscritos en el circulo cuando crece el nimero de lados (véase la unidad didactica Relaciones métricas y dareas en
el plano).

El volumen de la esfera se puede aproximar sumando los volimenes de muchas piramides triangulares iguales,
cuyas bases (triangulos) estan inscritos o circunscritos en la superficie esférica y cuyos vértices estan en el centro de
la esfera.
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Si llamamos By, B, ..., B, al area de las bases de las piramides y % es la altura de cada piramide, resulta que el
volumen de la esfera se aproxima a:

1 1 1 1
—Bh+—Bh+...+—B h=—(B,+B,+...+B )h
3 1 3 2 3 n 3( 1 2 n)

A medida que el nimero de piramides sobre la esfera aumenta, ocurre que:

1.- La suma de las areas de las bases de las piramides B, + B, + ... + B, tiende a ser el area S de la superficie
esférica.

2.- Las alturas (%) de las pirdmides tienden a ser el radio (r) de la esfera.

. 1
Por tanto, teniendo en cuenta que el volumen de la esferaes V' = 3 xS %, resulta entonces:

EJERCICIOS

25. Averigua el volumen y la superficie de las siguientes esferas:
a) Una esfera en la que un plano que la corta, pasando por su centro, produce una seccion de 1.256 cm? de 4rea.
b) Una esfera en la que un plano que la corta, a una distancia de 9 cm de su centro, produce una seccion que tiene
314 cm’ de 4rea.

26. Determina los volumenes y las superficies de las esferas inscrita y circunscrita a un cubo de 1 m de lado.

27. Halla el area y el volumen del siguiente cuerpo, cuyas medidas estan dadas en centimetros.
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Indica a qué poliedro regular corresponde cada desarrollo.

oy

Prismas Piramides
C Vv A C |14 A

Se deja para el alumno.

2. Completa las siguientes tablas.

Base

Triangular
Cuadrangular
Pentagonal
Hexagonal
Heptagonal
Base: 15 lados
Base: n lados

Poliedros regulares C |4 A

Tetraedro
Hexaedro
Octaedro
Dodecaedro
Icosaedro Se deja para el alumno.

3. Calcula el valor de la diagonal de un ortoedro de dimensiones 8 6" 4 cm. Halla también el valor de la diagonal de un
cubo de arista 4 cm.

La diagonal del ortoedro mide +116 @10'77 cm, y la del cubo \/K @6'93 cm.

4. En los cuerpos siguientes, calcula la altura de la piramide, el radio de la esfera y la generatriz del tronco de cono.

2cm
K
8
13 cm “
[/
7 em

Sem 6 cm
h=12 cm R=25cm g=5cm

5. Calcula el area total de un prisma hexagonal regular cuya arista basica y altura miden ambas 8 cm.
Ay = 384+192,/3 @716'55cm’.

6. Calcula el area lateral y el area total de una pirdmide hexagonal regular de arista basica 6 cm y 4 cm de altura.
A, =18/43 @18'03cm? y A, =18/43 +54,/3 @211'56 cm”.
Pp X

7. Demuestra que el area lateral de una piramide regular se puede obtener mediante la expresion 4; = . Aplica

esta formula con los datos del ejercicio anterior y compara los resultados obtenidos.
Se deja para el alumno.

8. Calcula el area lateral y el area total de un tronco de piramide cuyas bases son cuadrados de lados 12 y 6 m, respec-
tivamente, y tiene una altura de 10 m.

A, =36109 @375'85m” y A; =180+361/109 @555'85m>.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Calcula el area lateral y el area total de un cilindro de 6 cm de diametro y 8 cm de altura.
A, =48p @150'80cm* y A, =66p @207'35cm>.

Calcula el area lateral y el area total de un cono de radio 7 cm y 24 cm de altura.
A, =175p @549'78cm” y A, =224p @703'72 cm>.

Calcula el area lateral y el area total de un tronco de cono cuyos radios miden 8 y 2 ¢cm, respectivamente, y tiene una
altura de 8 cm.

A, =100 @314'16cm” y A, =168p @527'79 cm?.

Calcula el area total y el volumen de un cubo cuya diagonal mide 20 cm.

8.000/3
9

A;=800cm? y V= @1.539'60 cm”.

Calcula el volumen de un prisma triangular regular de 8 cm de altura y arista basica 5 cm.
V =501/3 @86'60 cm®.

Inscribimos un cilindro en un cubo cuya diagonal mide 9 cm. Halla el volumen que queda entre el cubo y el cilindro
inscrito en el mismo.

V = 814/3(1 - %) @30'11cm®.

Dados dos cilindros de igual altura £, y radios » y 2r, comprueba que el volumen del segundo cilindro es cuatro ve-
ces mayor que el volumen del primero.
Se deja para el alumno.

Calcula el volumen del prisma y el de la piramide obtenida de él.

6 cm I8 cm

1

1

i 1

i s Comprueba la relacion siguiente: Viimide triangular = 3 Vorisma
=]

i ]

\% =288cm’ y V, =96cm’. Cl t ifi \% -1y
prisma cmy pirdamide — cm . aramente se verilica que piramide — 3 prisma *

Calcula el volumen de una piramide de 15 m de altura y cuya base es un cuadrado inscrito en una circunferencia de
5 m de radio.
V =250 m’.

Calcula el volumen de un tronco de cono de altura 6 cm, cuyas bases tienen 4 y 2 cm, respectivamente, de radio.
Solucién: V = 56p cm® @175°93 em®

Calcula el volumen de un tronco de piramide cuyas bases son triangulos equilateros de lados 8 y 4 cm, respectiva-
mente, y tiene una altura de 10 cm.

@ cm® @61'66 em?®

Solucién: V =
Halla el volumen de un cono sabiendo que la longitud de la circunferencia de su base es 31°416 cm y su generatriz
mide 10 cm.

V= % @226'72 cm?®.

Calcula el volumen de un tronco de cono de altura 6 cm, cuyas bases tienen 4 y 2 cm, respectivamente, de radio.
V =56p @175°93 cm’.

Calcula el volumen de un tronco de piramide cuyas bases son tridngulos equilateros de lados 8 y 4 cm, respectiva-
mente, y tiene una altura de 10 cm.

_ 28043
3

v

@161'66 cm®.
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23.

24.

25.

26.

27.

Un teorema atribuido a Arquimedes afirma que el volumen de una esfera es los dos tercios del volumen del cilindro
circunscrito. Pruébalo.
Se deja para el alumno.

Circunscribimos un prisma hexagonal regular a una esfera de 2 m de radio. Halla el volumen que hay entre el prisma
y la esfera.

V=323 327'0 @21'92m>.

Averigua el volumen y la superficie de las siguientes esferas:

a) Una esfera en la que un plano que la corta, pasando por su centro, produce una seccion de 1.256 cm” de area.

b) Una esfera en la que un plano que la corta, a una distancia de 9 cm de su centro, produce una secciéon que tiene
314 cm® de érea.

2.
32.000P o133 510'32 em®.

4p(/181)°
3

2)S$=5.024cm’y V =

b) S =724p @.274’51 em’y V = @10.200'15 cm>.

Determina los volimenes y las superficies de las esferas inscrita y circunscrita a un cubo de 1 m de lado.

Esfera inscrita: S=p@’14m’y V :% @'s2m’.

3
Esfera circunscrita: S =3p @9°42 m? yVs= % @'72m?’.

Halla el area y el volumen del siguiente cuerpo, cuyas medidas estan dadas en centimetros.

A =56°25p @176°71 cm’ y V @39°58p @124°34 cm’.

Matemdticas 32 ESO Areas y vollimenes de cuerpos geométricos .22



