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Resumen

En la historia del Algebra podemos encontrar etapas muy diferentes: el algebra de la antigliedad de
babildnicos, egipcios, griegos,... el dlgebra arabe o el algebra de la edad moderna, en que continula
tratandose la resolucién de ecuaciones. En el siglo XVIIl y XIX tiene su auge el Algebra Abstracta que
trata de las estructuras algebraicas. Surgen las matrices y los determinantes, aunque se puede pensar
gue su origen es mucho mads antiguo si se piensa en los cuadrados magicos que se conocen desde el aifo
650 a.C.

El calculo matricial tiene importantes aplicaciones, como para la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales que estudiaremos este curso. Otras aplicaciones se encuentran al trabajar en Fisica Cuantica o
en Teoria de Grafos, y se utilizan en computacién por la simplicidad de su manipulacién.

Las transformaciones geométricas, giros, simetrias..., se representan mediante matrices. Los vectores
son un caso particular de matriz. La informacion se organiza usando matrices.
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Matrices

1. CONCEPTO DE MATRIZ

Actividad de introduccion

En el IES “Virgen de Covadonga” de El Entrego se esta desarrollando una actividad solidaria de recogida
de juguetes. Se han repartido las tareas por cursos, de modo que los alumnos y alumnas de 12 de ESO
recogen juguetes tradicionales, los de 22 de ESO juegos de mesa y los de 32 de ESO juegos electrénicos.
Durante la primera semana se recogieron 35 juguetes en 12 de ESO, 24 en 22 y 33 en 32; la segunda
semana los estudiantes trajeron 28 juguetes en primero, 18 en segundo y 37 en tercero. Los profesores
encargados, satisfechos por el resultado de la actividad, decidieron recompensar a los nifios y nifias
ofreciéndoles 4 caramelos por cada juguete tradicional, 2 morenitos por cada juego de mesa y un
pincho por cada juego electrénico. Cuando se enteran el resto de grupos del instituto (42 de ESO, 12y
22 de Bachiller), deciden participar, y la semana siguiente traen 18 juguetes tradicionales, 25 juegos de
mesa y 16 electrdnicos. El Equipo Directivo, muy orgulloso de la implicacion de todos los estudiantes,
decide duplicar los premios.

e (Cuantos juguetes de cada tipo se recogieron?

e (Cuantos pinchos, caramelos y morenitos deben comprar como premio?

e Si los caramelos cuestan un céntimo, los morenitos 5 céntimos y los pinchos 75 céntimos,
écuanto les costard a los profesores recompensar a sus alumnos?

Sugerencia: Organiza la informacién en forma de tablas.

Juguetes Juegos
Colecta g Juegos de mesa g .
tradicionales electronicos
12 semana
22 semana
32 semana
. Juguetes Juegos
Premios . . Juegos de mesa s .
tradicionales electronicos
Caramelos
Morenitos
Pinchos
Precio por unidad Coste total
Caramelos
Morenitos
Pinchos

Analiza:

e ¢Habrias sabido resolver el problema sin usar las tablas?

e ¢Te ha parecido mas facil con la informacién ordenada?

e ¢(Conoces alguna situacion de la vida cotidiana similar al problema planteado?

e Busca otros ejemplos donde la informaciéon tabulada es fundamental para entender mejor qué
estd ocurriendo.
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Matrices

1.1. Definicion

Las matrices son una de las herramientas mas usadas dentro del Algebra Lineal y estdn asociadas a un
conjunto de datos numéricos ordenados. Encontramos las matrices en muchas ciencias: Sociologia,
Economia, Demografia, Fisica, Biologia, etc.

La idea intuitiva de matriz es muy sencilla, pudiéndose definir una matriz como un tabla de nimeros
ordenados, numeros que pueden provenir de experimentos, encuestas, analisis econdmicos, etc.

Por tanto:

Se llama matriz de orden m X n a un conjunto de numeros reales dispuestos en m filas y en n columnas,
de la forma:

a; Q5 ...

a a ... a
A= .21 .22 2n

am1 amZ amn

Las matrices se representan por letras mayusculas A, B, C,... Los elementos de la matriz (los niumeros)
se representan en general por ajj, donde los subindices (i, j) nos dan la posicién que ocupa el término:

i=12 .. m— fila
j=12,...,n— columna

Asi, el término a3 es el elemento que esta en la primera fila y en la tercera columna.

1.2. Dimensidén de una matriz
El nimero de filas (m) y el nimero de columnas (n) nos da la dimension de la matrizm x n.

Ejemplo:

3 -1 4 ) ) )
es una matriz de dimensién 2 x 3.
1 5 -9

1.3. Igualdad de matrices

Dos matrices son iguales si tienen la misma dimension y si los términos que ocupan la misma posicién
son iguales:
a; =byy; a8, =b,

A= [aﬂ 4 A ) B = (bﬂ Do By J A=B=1a, =b,;a, =b, = a; = bij
aZl a‘22 a23 b21 b22 b23 al _ b ‘a _ b
3 = M3y dyg T Uy

Ejemplo:

o1 T
N
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Matrices

Actividades resueltas

% Indica la dimensién de las siguientes matrices:

5 -1 4
A= ; B=(3 2 -6 0); C=[1}; D
1 7 -9

I
_ O O
o O
o o B

Solucion:

La matriz A es de dimension 2 x 3 porque tiene dos filas y tres columnas.

La matriz B es de dimension 1 X 4 porque tiene una fila y cuatro columnas.

La matriz C es de dimension 3 x 1 porque tiene tres filas y una columna.

La matriz D es de dimensién 3 X 3 porque tiene tres filas y tres columnas.

4 Determina los valores de a, b y ¢ para que las matrices A y B sean iguales

A=(3 a -6 b) ; B=(x 2 y 0

Solucion:

Para que dos matrices sean iguales deben tener la misma dimensidn, requisito que cumplen A y B.
Ademas, han de ser iguales los términos que ocupan la misma posicion. Por tanto debe ser x =3, a =2,
y=-6,b=0.

Actividades propuestas

1. Utiliza matrices para representar la informacién siguiente: Un agricultor cultiva lechugas, naranjas y
melones. Durante el afio 2014 ha recogido mil lechugas, 2000 kilos de naranjas y 500 melones. En
los afios anteriores su produccion ha sido de 500, 1000 y 400 respectivamente. Por cada lechuga
recibe un céntimo, por cada kilo de naranjas 3 céntimos y por cada meldon 5 céntimos. Escribe la
matriz de sus ganancias del afio 2014.

2. Analiza los siguientes elementos de tu entorno y determina si son matrices o no:

S® 0 o0 T oo

Un calendario.

La clasificacion de la Liga de futbol (o cualquier otro deporte).
El disco duro de un ordenador.

Un armario donde se guarda una coleccion de copas.

Los lineales de un supermercado.

Una pantalla de television.

El boleto de la Loteria Primitiva, de la Quiniela y del Euromilldn.
Los buzones de una vivienda.

Los pupitres de una clase.

3. Propdn otros elementos de tu entorno que sea matrices o puedan representarse mediante matrices.

22 de Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 1: Matrices Autores: Leticia Gonzalez Pascual y Alvaro Valdés

LibrosMareaVerde.tk
www.apuntesmareaverde.org.es

Revisores: Eduardo Cuchillo y Javier Rodrigo




Matrices

2. TIPOS DE MATRICES

Si el nimero de filas es distinto del nimero de columnas (m = n) la matriz se llama rectangular. Dentro
de las matrices rectangulares tenemos los siguientes tipos:

Matriz fila: Es aquella que sélo tiene una fila.

Ejemplo:

(I 0 -2) esunamatrizfila.
Matriz columna: Es la que sdlo tiene una columna.
Ejemplo:

-2
( 1 es una matriz columna.

Si el nimero de filas es igual al niUmero de columnas (m = n) se habla de una matriz cuadrada.

Dentro de las matrices cuadradas es importante destacar que los elementos a; en que los dos
subindices son iguales forman la diagonal principal, y los elementos en que i+ j=n+1 (donde n es el

orden de la matriz) forman la diagonal secundaria.

diagonal secundaria

diagonal principal

En el conjunto M, de las matrices cuadradas de orden n, cabe destacar los siguientes tipos de matrices:

Matriz triangular: Es aquella matriz en la que los elementos situados por encima o por debajo de la
diagonal principal son nulos.

Ejemplos:
1 2 3 1 0 O
0 4 -1 2 -1 0
0 0 2 3 1 -2
Matriz Triangular. Inferior Matriz. Triangular. Superior

Matriz Diagonal: Es aquella matriz en la que los elementos que no estan en la diagonal principal son
nulos: a; =0sii# ]

Ejemplos:

1 00 1 00
0 40 0 0O
0 0 2 0 0 2
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Matrices

e Matriz Escalar: Es aquella matriz diagonal en la que los elementos de la diagonal principal son todos
iguales.

Ejemplo:

o O N
SO N O
N O O

e Matriz Unidad (ldentidad): Es la matriz escalar en la que los elementos no nulos son iguales a 1. Se
representa por .

Ejemplo:

I3

o O
o - O
~ O O

En ocasiones se afiade un subindice que indica la dimensidn de la matriz.

e Matriz Nula: Es aquella en la que todos sus elementos son cero.

Ejemplo:

Matriz nula de tamafio 3.

o O O
o O O
o O O

Actividad resuelta

= Clasifica las matrices siguientes:

a)A= @ 2 3, La matriz A es rectangular de dimensién 2x3.

La matriz B es una matriz cuadrada de dimensién 3x3 o simplemente 3.

o r o
A O N
|
ACTRIN
N—

S

o

11
N\

2 -1 11
0 0 10

c)C= ; La C es cuadrada de dimension 4.
2 1 11
0 0 01
0 0 O

dD=/0 0 0f; Es una matriz cuadrada 3%3, es la matriz nula de dicha dimension
0 0 O

e)E=(1 0 4 7) La matriz E es una matriz fila de dimensién 1x4.
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Matrices

3. OPERACIONES CON MATRICES

Actividad de introduccion

La siguiente tabla muestra los resultados de la Liga de fatbol espafiola 2014/2015 cuando cada equipo
juega como local y como visitante:

En casa Fuera Total
Equipo PJ| G| E| P PJ| G| E| P PJ|G|E| P
& F.C. Barcelona 1916 1 | 2 19(14| 3 | 2
= Real Madrid 19116 2 | 1 19(141 0 | 5
&l Atlético C. Madrid 19114 3 | 2 19196 | 4
'ﬁ Valencia C.F. 19115 3 | 1 19|17 | 8| 4
L) Sevilla C.F. 19113 |5 | 1 19|10 2 | 7
@& Villarreal C.F. 19|12 1| 6 194 (11| 4
W Athletic C. Bilbao 19| 8| 6|5 197 | 4| 8
+ | R.C. Celta de Vigo 19/ 8|5 1|6 195 |7]|7
9 C.D. Mdlaga 19 8 | 6|5 196|211
| & R.C.D. Espanyol 19| 8 |6 |5 19| 51| 4 |10
o Rayo Vallecano 1918|219 19| 7|2 |10
# | R.Sociedad 19/ 9 | 5|5 1912 | 8|9
v Elche C.F. 19| 6 | 3 |10 19| 5|59
& | Levante C.F. 19|/ 6 | 6|7 19| 3 | 4 |12
4} | Getafe C.F. 19| 6 | 5| 8 19| 4 | 2|13
4+ | R.C. Deportivo 19| 5|6 | 8 19| 2|89
K Granada C.F. 194 (10| 5 193 | 4 |12
:,o' S.D. Eibar 195 |3 |11 194 |5 |10
- U.D. Almeria 19(3 7|9 195|113
fﬁ," Cérdoba C.F. 19|11 |6 |12 19| 2 | 5|12

e Completa la tabla de la derecha, fijandote principalmente en:

(o]

(o]
(o]
(o]

Qué deberias haber hecho en caso de que los equipos hubieran estado ordenados de
diferente forma en ambas tablas.

Cémo eliges trabajar con los nimeros y por qué.
Qué dimensiones tienen las tablas con los datos “En casa”/”Fuera” y la que obtienes.

Cémo habrias resuelto el problema inverso: dados los resultados totales y los obtenidos
“En casa”, determinar los resultados de los equipos cuando jugaron como “Visitantes”.

e El sistema de puntuacién de la Liga da 0 puntos por jugar un partido, 3 puntos por victoria, 1
punto por empate y O puntos por derrota.

(o]
(o]

(0]

Escribe una matriz que represente estos datos sobre la puntuacion
Utiliza dicha informacién para determinar los puntos logrados por cada equipo cuando

juega como local, como visitante y en total.

Observa las dimensiones de las tablas de partida y de la matriz de puntuacion, e intenta
relacionarlas con las tablas de “Puntos” que acabas de obtener.
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Matrices

3.1. Suma

Dadas dos matrices A y B de dimensién m x n, se define la suma de matrices (A+B) como aquella
matriz cuyos elementos son la suma de los elementos que ocupan la misma posicién:

C:A+B:>cij =q; +bij

A= [all a'12 a'13 J B = (bll b12 b13 j C=A+B= ( all + bll a12 + b12 al3 + b13 j

a'21 a22 a23 b21 b22 b23 a21 + b21 a‘ZZ + b22 a23 + b23
Ejemplo
1 2 4 2 -1 3 3 1 7
A=|-1 3 2 B=|-2 3 4| A+B=|-3 6 6
0 -2 1 -3 -1 5 -3 -3 6

La suma de matrices es una consecuencia de la suma de numeros reales, por lo que las propiedades de
la suma de matrices seran las mismas que las de la suma de nimeros reales:

- Propiedad Asociativa.

- Elemento neutro (la matriz nula).

- Elemento opuesto (-A): A+ (-A) =0

- Propiedad Conmutativa:A+B=B+A

3.2. Producto de un nimero (escalar) por una matriz

El producto de un nimero real K por una matriz A= (aij) es otra matriz de la misma dimension cuyos

elementos son los productos de los elementos de la matriz A por el nimero k:

kA= k(aij ) = (kaij )

all a'12 a'13 kall kalZ kalS
A=la, a, ay kA=|ka, ka, kay
a'31 a32 a33 kaSl ka32 ka‘33
Ejemplo:
1 2 4 5 10 20
#+ Dadalamatriz A=|-1 3 2|, el producto de la matrizApor5es: 5A=|-5 15 10
0o -2 1 0 -10 5

El producto de un numero por una matriz tiene las siguientes propiedades:

- Propiedad Distributiva respecto de la suma de matrices. k-(A+B)=k-A+k-B

- Propiedad Distributiva respecto de la suma de nimeros: (k +1)-A=k-A+1-A

- Propiedad Asociativa mixta: k-(I- A)=(k-1)- A

- 1A=A
El conjunto de matrices My, respecto de las operaciones suma de matrices y producto por un numero
real (Mmxn, +,°K) tiene estructura de espacio vectorial.
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Matrices

3.3. Producto de matrices

El producto de matrices no es una operacion tan sencilla como la suma de matrices o el producto de
una matriz por un numero real, que no necesitan de grandes condiciones. Para poder multiplicar dos
matrices, sus dimensiones deben cumplir unas condiciones.

Sean las matrices A y B de dimensiones mxn y nx p (es decir, el nimero de columnas de la matriz A

es igual al niUmero de filas de la matriz B). Se define el producto A-B, y en ese orden, como una matriz
C de dimensiones mx p cuyos elementos son de la forma:

A= (aij )} 5C=AB= (aij )(bij )= (Ci,-) Cyj = Zn:aik'bki

B = (bij)
Es decir, el elemento C11 se obtiene multiplicando escalarmente los elementos de la primera fila de Ia
matriz A por los elementos de la primera columna de la matriz B, y asi sucesivamente.

Ejemplo:
Veamos un producto de matrices desarrollado paso a paso:

2 1

1 2 3 1.2+2-3+3-4 1-1+2-2+3'1 20 8
A= B=|3 2|>A-B= =
4 5 6 41 4.2+5-3+6-4 4.1+5-2+6-1 47 20

Dimensién 2x3 3x2 2x2
o~ /
Y
El nimero de columnas de A es igual al numero de filas de B, por lo tanto se pueden multiplicar en
ese orden. La matriz producto tiene tantas filas como A y tantas columnas como B.

Que el producto A:B esté definido no implica que lo esté el producto B-A.

Ejemplo:

2
1 2 2 A-B definido
Dadas las matrices A= B=3|—> .
3 2 4 B-A nodefinido

Para que estén definidos ambos productos tiene que cumplirse que si la dimensién de la matriz A es
mxn, la dimensién de la matriz B debe ser nxm, siendo las dimensiones de las matrices producto:
A-B—->mxm
B-A—nxn

De aqui se concluye que el producto de matrices NO TIENE LA PROPIEDAD CONMUTATIVA.

Si las matrices son cuadradas de orden n, el producto de matrices tiene las siguientes propiedades:
- Propiedad Asociativa: A-(B-C)=(A-B)-C
- Elemento neutro (I): A-1=1-A=A

- Propiedad distributiva respecto de la suma de matrices: A-(B+C)=A-B+A-C
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Matrices

3.4. Matriz inversa

Entre las propiedades de las matrices no se ha nombrado la existencia del elemento simétrico o
elemento inverso, ya que no existe dicha propiedad. Sin embargo, hay matrices cuadradas para las
cuales existe otra matriz que multiplicada por ellas nos da la matriz unidad (elemento neutro).

Definicion

Si dada una matriz cuadrada A existe otra matriz B, también cuadrada, que multiplicada por la matriz A
nos da la matriz unidad, se dice que la matriz A es una matriz regular o inversible y a la matriz B se le
llama matriz inversa de A y se representa por A™:

A-AT=A" A=
Si una matriz cuadrada no tiene matriz inversa, se dice que la matriz es singular.
La matriz inversa verifica las siguientes propiedades:
- Llainversa de la matriz inversa es la matriz original.
(A7) = A

- Lainversa del producto de dos matrices es el producto de las inversas de las matrices cambian-
do su orden.

(A-B) =B A"
- Lainversa de la traspuesta de una matriz es igual a la traspuesta de la matriz inversa.
(A)" = (a7
Para hallar una matriz inversa dispondremos de varios métodos distintos. En este tema veremos dos:
e Resolver un sistema de ecuaciones

e El método de Gauss —Jordan
Actividades resueltas

0
%+ Seqg A= (2 OJ' Halla la matriz inversa A™* mediante un sistema de ecuaciones.

a b
Planteamos la matriz A :(c dj y hallamos el producto:

e N

Debe verificarse que AAT=], por tanto:
o c d 10 c=1 d=0
A-A == = =
2a 2b 01 2a=0 2b=1

Resolviendo paraa, b, cyd:
a=0 b=1% :AJ:[O y]
c=1 d=0 10
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Matrices

1 2
+ Sea A= (3 4}, halla la matriz inversa A™* mediante un sistema de ecuaciones.

a b
De nuevo, planteamos la matriz A™ =( dJ y hallamos el producto:
c

A-A_lz(l 2].(a bj:(a+2c b+2d]
3 4)\c d 3a+4c 3b+4d
Debe verificarse que AA?=], por tanto:
a+2c b+2d 10 a+2c=1 b+2d=0
3a+4c 3b+4dJ:(0 1}2{3a+4c=0 3b+4d =1

Resolviendo paraa, b, cyd:

A-A‘lzlj(

a+2c=1 a+2c:1_) c:%
3a+4c=0 P a=-2 a=-_2 P
:Alz(3 _j
b+2d =0 b+2d =0 d:—}/ % H
—r — 2
3b+4d =1 F2F b=1 b=1

Como hemos visto, este método resulta laborioso (y sélo lo hemos utilizado con matrices de orden 2).
Es simple imaginar que se complica enormemente si hay muchos términos no nulos y cuanto mayor es
la dimensién de la matriz.

Ademas, debemos tener en cuenta que no siempre existe matriz inversa, por lo que podriamos haber
estado trabajando en balde.

Ejemplo:

1
4 Sea A= (3 6)' halla la matriz inversa A™ mediante un sistema de ecuaciones.

a b
De nuevo, planteamos la matriz A™ =( d] y hallamos el producto:

c

AL A 1 2Y(a b B a+2c b+2d
' _(3 6)(0 dj_(3a+6c 3b+6dj
Debe verificarse que AAT=], por tanto:
a+2c b+2d) (1 0 a+2c=1 b+2d=0
3a+ 6 3b+6dj_(0 1}3{3a+6c=0 30 +6d =1
Vemos que cualquiera de los dos pares de ecuaciones no tiene solucién:
a+2c=1—2> 3a+6c=3
{3a+60:0 3a+6¢c=0
Que claramente no puede tener solucion.

A-A1=I:>(

1 2
Por tanto, la matriz A= (3 6) no tiene matriz inversa.
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3.4.2. Método de Gauss —Jordan

El método de Gauss-Jordan para hallar la matriz inversa consiste en convertir la matriz inicial en la
matriz identidad, utilizando transformaciones elementales.

Llamamos transformaciones elementales por filas a:

- Permutar dos filasiy j. Lo escribimos como F <> F;

- Sustituir la fila i por el resultado de multiplicar o dividir todos sus elementos por un nimero
a#0.Loescribimoscomo F, =a-F,

- Sustituir la fila i por un multiplo (no nulo) de ella mas otra fila j multiplicada por un nimero b. Lo
escribimos como F; =a-F +b-F;,con a=0.

Ampliamos la matriz original, escribiendo junto a ella la matriz identidad, y aplicamos las
transformaciones elementales de modo que la matriz inicial se transforme en la matriz identidad.
Actividades resueltas
. . . 1
4 Calcula con el método de Gauss—Jordan la inversa de la matriz A= > 0
Escribimos la matriz identidad junto a la matriz A:
0 1{1 0
T =
2 0/0 1
Y vamos realizando transformaciones elementales a la izquierda, buscando convertirla en la

matriz identidad:
0 1/{1 O 2 0/0 1 10

T= —Eor —5F
2 0/0 1 1R 0 1{1 O 172 0 1
ar=(0 7
1 0

Comparando este método con el anterior, podemos ver que es mucho mas simple y rapido.

0 %
L0

Por tanto:

1 2
#* Halla la matrizinversa A de A= [3 4} con el método de Gauss—Jordan.

1 21 0 1 211 0 1 211 O
3 4/0 1) "RPRN0 -2/-3 1) R—r (0 1% -
lo -2|- =0 1% #
1 0/-2 1
F=F-2F, O 1 % _%
Por tanto, tenemos que:
A_l_(—z 1}
%o h
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4+ Halla la matriz inversa de

-1 1 2
A=1 0 3
4 11
Escribimos la matriz identidad junto a la matriz A y operamos como se explicd antes:
-1 1 2|1 00 -11 21 0O -11 2|1 0 O
103010W>015110W)015110
4 1 1|0 0 1) FR=h+h 0 59|14 01 0 0 -16|-1 -5 1
1 -1 -2(-1 0 O 1 0 3/0 1 O
——=—0 1 51 1 0 — 0 15/1 1 O
e \00 00 LK A Ko 0 0 1|} % M
10 3]0 1 O 1 0 0%y Y %
TEoF,5F, 7 0 1 0% A %s ~EoRoR 0 1 0% % %o
0 0 1| % K 0 0 1\Xs A s

Por tanto, la matriz inversa queda:

He %6 %6
A= 1%6 _%6 %6
%6 %6 _%6

3.5. Matriz traspuesta

Dada una matriz A de dimensiones m x n, se llama matriz traspuesta de A y se representa por A', a la
matriz que se obtiene al cambiar las filas de A por sus columnas, por lo que la matriz A serd de

dimension nxm.

Ejemplo:
1
1 2 3 .
A= —>A =2
4 5 6 3

Una matriz cuadrada se dice que es simétrica cuando coincide con su traspuesta: A= A'.

[op TN & BN SN

Para que una matriz sea simétrica, los elementos simétricos respecto de la diagonal principal deben ser

iguales.

Ejemplo:

1 3 11 3
A= 2 4|>A=|1 2 4
4 5 3 45

w R

Autores: Leticia Gonzalez Pascual y Alvaro Valdés
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Si una matriz cuadrada es igual a la opuesta de su traspuesta, A=—A", se dice que es antisimétrica.

Para que una matriz sea antisimétrica debe cumplirse que los elementos simétricos respecto de la
diagonal principal sean opuestos, y los elementos de la diagonal principal nulos.

Ejemplo:
0 1 -3 0 -1 3
A=|-1 0 -4|>A'={1 0 4
3 4 0 -3 -4 0

Con las matrices traspuestas se cumplen las siguientes propiedades:
- Latraspuesta de una suma de matrices es igual a la suma de las matrices traspuesta:
t
(A+B) =A' +B'

- Latraspuesta de un producto de matrices es igual al producto en orden inverso de las matrices
traspuestas:

(A-B) =B'- A
Actividad resuelta
2
) 1 -1 2 , oo
% Para las matrices A= 40 3 y D=|1]|, realiza el producto D" - A".
3

Solucion

El primer paso consiste en trasponer las matrices:
t

2 . 1 4

- 1 -1 2
D-A:1~40 3=(213)-—10
3 2 -3

Es decir:
DA =(2141-(-)+3-2  2-4+1.0+3-(-3))=(7 -1)

Y podemos comprobar la propiedad anterior:
2
1 -1 2 2-1+1-(-1)+3-2 7
A-D= 41 (= -
4 0 -3 3 2:4+1-0+3-(-3) -1

(A-D) =(7 -1)=D"'-A'

Por tanto:
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3.6. Rango de una matriz

Se llama rango de una matriz al numero de filas o columnas de la matriz que son linealmente
independientes, es decir, que no pueden obtenerse a partir de las demas filas o columnas de la misma
matriz.

Actividad resuelta

4+ Determina el rango de las matrices

0 1 -3 0 -1 3
A=|-1 0 -4, v B=|1 0 4
-1 1 -7 -1 -2 2

La tercera fila de A se obtuvo sumando las dos primeras filas. Estas dos primeras filas son
independientes, por lo que el rango de A es 2.

La tercera fila de B se obtuvo restando la segunda fila al doble de la primera. El rango de B es 2.

Para hallar el rango de una matriz se pueden usar las transformaciones elementales para intentar
hacer el maximo numero posible de ceros, intentando triangular la matriz (método de Gauss); sin
embargo, sera mas facil hallar el rango usando determinantes, como veremos en el capitulo siguiente.

Actividad resuelta

% Calcula el rango de la siguiente matriz segiin los valores del pardmetro a:

a-2 a+2
A=
1 2
Solucion

El rango de esta matriz serd como maximo 2 pues es una matriz de dimensién 2 x 2. Vamos
realizando transformaciones elementales hasta convertirla en una matriz triangular.

Intercambiamos filas para tener un 1 en la posicion ay;.

a-2 a+2 1 2
A= ?)
1 2 2 la—-2 a+2

Ahora tratamos de conseguir ceros, para lo que a la segunda fila le restamos la primera fila
multiplicada por (a — 2):

1 2 1 2 1 2
——% =
a-2 a+2) @R A(@-2)-1-(a-2) (@a+2)-2-(a-2)) (0 —a+6
Vemos que si (-a + 6 = 0) la segunda fila es nula, por lo que su rango seria 1. Por tanto:

-a+6=0 =>a=6

De aqui:
a=6 = rg(A)=1
az6 = rg(A)=2
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% En un pais A, existen tres aeropuertos internacionales (A;, A, y Az); en otro pais B
existen cuatro (B;, B,, B3 y By); y en un tercer pais C existen dos (C; y C,). Desde el
ageropuerto A; salen vuelos con destino a B;, B,, C; y dos vuelos con destino a Bs.
Desde el aeropuerto A, salen vuelos con destino a B,, B3 y dos vuelos con destino a By.
Desde el aeropuerto Az sélo sale un vuelo con destino a B3. Desde cada aeropuerto del
pais B, salen dos vuelos a cada uno de los aeropuertos del pais C.

Se pide, expresar mediante matrices:

a) Los vuelos del pais A al B.
b) Los vuelos del pais B al C.

c) Los vuelos del pais A al C, necesiten o no efectuar trasbordo en el pais B.

Solucion

El esquema de los vuelos es:

a) Representamos los vuelos desde A (filas) hasta B (columnas)

11 20
X;={0 1 1 2
0 010
b) Representamos los vuelos desde B (filas) hasta C (columnas)
2 2
X, - 2 2
2 2
2 2
c) Representamos los vuelos directos desde A (filas) hasta C (columnas):
1 0
X;=(0 0
0 0
Los vuelos desde A hasta C con o sin trasbordo serdn:
1120 2 2 10 1 8
X, - X,+X,=/0 1 1 2~§ §+0 0|=/8 8
0 010 0 0 2 2
2 2
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Actividades propuestas

4. Escribe tres matrices fila.
5. Escribe tres matrices columna.
6. Escribe tres matrices cuadradas de dimension 2, 3 y 4 respectivamente.
7. Escribe la matriz unidad de dimensién 2, 3y 4.
8. Escribe la matriz nula de dimension 2, 3y 4.
9. Dadas las matrices
2 1 0 1 1 1 10 O
A=9 0 -3|,B=2 2 -2|yC=|2 4 -5
-2 0 7 -3 3 3 7 3 -3
calcula:
a)A+3B
b) 2A + B -5C
10. Para las matrices
2 1 0 1 1 1
A= 9 0 -3|yB=|2 2 -2
-2 0 7 -3 3 3

calcula A-B y B-A. ¢Es el producto conmutativo?

11. Dadas las matrices

2 1 0 1 1 1
A=| 9 0 -3|yB=l2 2 -2
2 0 7 -3 3 3

calcula 3- A' — B2,

12. Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:

2 1 0 1 1 1 111
A= 9 0 -3|,B=| 2 2 —2,C=(2 3j,DzZ 2 2
-2 0 7 -3 3 3 10 3 3 3
13. Resuelve la ecuacién matricial M - X + N = P siendo:
2 1 0 1 1 1 111
M=9 0 -3|,N={2 2 -2|,P=|2 2 2
-2 0 7 -3 3 3 3 33

14. Calcula el rango de las siguientes matrices:

2 1 0 1 1 1 2 3 111
A= 9 0 -3|,B=|2 2—2,0:(4 6j,Dzzzz
-2 -1 0 -3 3 3 3 3 3
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CURIOSIDADES. REVISTA

Con un grafo se

representan

las

relaciones entre objetos.

Un grafo esta formado por nodos que
se relacionan con aristas.

r

J

Hay grafos dirigidos, como el grafo 1, y
grafos no dirigidos, como el grafo 2.

. S

A cada grafo se le asocia una matriz
jUnica!
Los vértices A, B, Cy D son las filas de

la matriz. Si A estd relacionado con B
ponemos un 1 en lafila 1, columna 2.

La matriz de un grafo no dirigido es
simétrica.

Grafos y matriceD

Grafo 1: Grafo 2:
A A/B ™~ A— B
S D = = C ™~ C
= 1T

0

~ P O
o o -
o o -

o O -
o — O

/Imagina que esos\

grafos estan indi-
cando personas que

0 0O

Se pueden utilizar grafos para representar los caminos que unen unas
casas, o unos pueblos, o los vuelos (u otro tipo de conexién) que unen las
ciudades. En psicologia se utilizan por ejemplo para visualizar

relaciones de dominin entre individuos.

~

estdn  conectadas
por WhatsApp.

las En el grafo 1, A esta

conectada con B vy

J

Vamos a multiplicar estas matrices por si mismas e interpretar el resultado

D.BconCyD.
En el grafo 2, A estd

s

o O O O
o O O -
o O +— O
o O - B
o O o O
o O O -

) © o » O

o O - B

o O O O

conByC.BconA,y

\C con A. /

A podria conectar
con Cy D (pidiendo
a B que reenviara el
WhatsApp).

N

o O o O
o O O -
o O O -

\_

>,Ahora un WhatsApp de A podria

llegar a esa misma persona A por
dos caminos distintos (a través de B
y de C), pero sélo sus propios
WhatsApp.

A la persona B, con 2 WhatsApp, le

\Hegarian los suyos y los de C. j
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RESUMEN

Ejemplos

matriz

Definicion de

Tabla de nUmeros ordenados

5 -2 0
3 4 -7

una matriz

Dimension de

El nimero de filas (m) y el nUmero de
columnas (n)

La dimension de la matriz anterior es 2 x 3.

Igualdad de
matrices

Dos matrices son iguales si tienen la misma
dimension y si los términos que ocupan la
misma posicidén son iguales

A=B:>aij=bij Vi,j

Tipos de
matrices

-5
Matriz fila: (31 4 -5) Matriz columna: [ ]

1 -
Matriz triangular de dimensién 2 x 2: A= (0 3 ]

2 0 50
Matriz diagonal: Matriz escalar:
05 05

1
Matriz unidad: [O

}

Suma de
matrices

Se suman los elementos que ocupan la misma
posicion: C=A+B= Ci =8; +b|j

o o 26 7

Producto de
un real por
una matriz

Es otra matriz de elementos los de la matriz
multiplicados por el nimero: KA= k(aij): (kaij)

3(421 3 :[162 135J

(1 Oj [2 1}_(1-2+0-4 1-1+O-5J_
Producto de Az(aij)}—)CzA-B=(a )(bi'):(ci') G ” by 2.3\ 2:2%3:4 2:1+35
matrices | B = (bij) R = R N |
16 17
.Matriz A. A_1 _ A_l A= A= 2 3 N 1_ -1/13 3/13
inversa 51 5/13 -2/13
Mg Se obtiene cambiando filas por columnas. A= (2 3) S A = (2 5)
traspuesta 51 31

Rango de una
matriz

Numero de filas o columnas de la matriz que son
linealmente independientes, es decir, que no
pueden obtenerse a partir de las demas filas o

columnas de la misma matriz.

6 3
El rango de la matriz es 1.
12 6
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

1 - 4 0 -1 2
A: = C =
calcula:

a)A+B b)A-B-C c)3:A+5B-6-C

2. - Para las matrices

1. - Dadas las matrices

1 -1
4 -1 2
A=|2 3| v B=
0 5 3
0 4
calcula A-By B-A. ¢Es el producto conmutativo?
3. - Calcula los productos posibles entre las matrices
1 2 3 1 210
A=l1 1 1|, B=|2 yC=(3 A 5).
01 -1 1
4.- Dadas las matrices
1 3 3 1 1 2
A=|1 4 3|y B=2 0 -1
1 3 4 -6 -1 0
calcula 3-A' - B2
5.- Para las matrices
L 1o 2 3 0 1 2
A:( R j,B:{O 3 4J,C= -5 1 4 -2|yD=|1
4 0 -3 -1 -2 3
1 3 3

realiza las siguientes operaciones si es posible:
a)A+B b)3:A-4B c)AB d) AD e)B.C f)C.D g) Al.C

6. - ¢Es posible que para dos matrices Ay B no cuadradas puedan existir A-B y B-A?

SN

b) Encuentra los valores de ay b para que la matriz A conmute con la matriz

23

8. - Calcula A", paran € IN, siendo A las siguientes matrices:

7. - a) Calcula A% y A para la matriz

1 01
) 11 b) 11 o1 o0
a C
11 01
0 01
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9.- Se dice que dos matrices Ay B conmutansi A-B =B - A. Dada la matriz
1 2
A=
0 1
10. - Encuentra todas las matrices, del orden correspondiente, que conmuten con las matrices:

11 0 0O
y |1 00

01
110

halla las matrices B que conmuten con A.

11. - Sean las matrices

A=2~(g rij , B:G) : cz(lng , Dzlo-(;) , E=(3 m)

Calcula cada uno de los productos A-B, D-E, E-B, C-E.

12.- Sean
-1 2 1 -1 x 1
A= y B=
y 3 5 3 7 Xx+z

dos matrices de orden 2 x 3, en las que x, y, z denotan valores numéricos desconocidos.
a) Determina, razonadamente, los valores de x, y, z € R de manera que A = B.
b) éEs posible el calculo de A-B? Razona la respuesta.

13.- Sea la matriz

2 1 2
A= 2 0 -1
-5 -1 0

Calcula, si existen, las siguientes matrices:

a) Una matriz X, tal que
X-A=(1 0 -1)

1 01
AY =
o 1)

14. - Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:

b) Una matriz Y tal que

0 1 L 5 -1 1 2 2 -1
a)( j b)( J c)|1 0 3 d|3 1
2 0 4 8
4 11 4 0 1

15.- Dadas las matrices

calcula (A-B)' y (A-B)™.
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16.- Dada la matriz

a) Hallala matriz inversa de A
b) Comprueba que AA*=ATA=|
c) Halla una matriz X tal que A-X = B, siendo

17.- Calcula la matriz inversa de

110

A=|0 1 2

1 01

18. - Dadas las matrices

-0 —210

A=|1 -2| vy B=
0 -1 2

2 3

obtén, si procede, (B-A)™.

19.- Sean las matrices

a) Calcula la matriz inversa de A-B

b) Halla el producto de la inversa de B por la inversa de A. ¢{Qué relacién existe entre la matriz del
apartado anterior y esta matriz? Justifica la respuesta.

20. - Sea
010
A=|0 0 1
1 00
comprueba que A'= Ay calcula (A- Al )2003.
21.- Sean las matrices:
-3 2 2 2 1 0
C=1 -10{, D=|-11 -1
0 1 O 2 0 1
a)HallactyD™
b) Calcula la matriz inversa de C:-D
c) Comprueba que (cDt=Dtct
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22.- Resuelve la ecuacion matricial M- X + N = P siendo
-1 0 1 2 4 3
M = , N = y P=
0o -1 3 4 2 1
2 -1 10
A= B=
-1 0 1 2
b) Determina la matriz X paraque X-A=A+ 1|

3o o0

Resuelve la ecuacion X-A-B-X.C=2.C

23. - Sean las matrices

a) Calcula A (2:B + 3:1)

24. - Sean las matrices

25. - Calcula el rango de las siguientes matrices:

2 -1 11
0 2 1
1 01 0 0 10
M2 1 0 b1 0 -1 No 111
0 4 2
0 0 01
26. - Calcula el rango de las siguientes matrices segun los valores del parametro a:
2001 2a 1 1
a)|2 131 b)| 2 a 1
al3?2 2 1 a
27.- Determina las matrices Ay B que son soluciones del siguiente sistema:
-8 7 -1 11 7 4
3A-2B=| 9 -18 1 2A+B=|-8 2 17
14 9 -14 14 -1 -14

28. - Obtener las matrices X e Y que verifiquen los siguientes sistemas matriciales.

15 2 1
2X —3Y = X 4Y = ox 4y |2 1
4 2 30 0 -2
b) c)

~1 0 6 2 1 0
X —Y = X-Y = X +2Y =
o o 3 %)

30. - Utilizando las operaciones elementales por filas, obtén matrices triangulares equivalentes a las
siguientes matrices:

a)

1 2 1
L -1 0 1 1 2 -1 ) L 3
a) b)|1 2 2 |3 -2 1 d)
3 4 -11 1
2 11 4 0 2
3 2 2
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31.

32.

33.

34.

35.

- En una academia de idiomas se imparten inglés y aleman en cuatro niveles y dos modalidades:
130 160
. ) 120 80 )
grupos reducidos y grupos normales. La matriz A= 210 130 expresa el nUumero de personas,
100 60

segun el tipo de grupo, donde la primera columna corresponde a los cursos de inglés, la segunda a
los de aleman vy las filas, a los niveles primero, segundo, tercero y cuarto respectivamente. Las
02 025 04 0,75
08 0,75 06 0,25
para ambos idiomas) que siguen curso reducido (primera fila) y curso normal (segunda fila) para
cada uno de los niveles.

columnas de la matriz B :( J reflejan el tanto por uno de estudiantes (comun

a) Obtener la matriz que proporciona el nimero de estudiantes por modalidad e idioma.

b) Sabiendo que la academia cobra 30 euros por persona en grupos reducidos y 20 euros por
persona en grupo normal, hallar la cantidad que obtiene la academia en cada uno de los
idiomas.

- Tres escritores presentan a un editor, al acabar la enciclopedia, la minuta que se recoge en la tabla
adjunta:

Horas de trabajo Conferencias dadas Viajes
Escritor A 40 10 5
Escritor B 80 15 8
Escritor C 100 25 10

El editor paga la hora de trabajo a 75 euros, la conferencia a 300 euros y el viaje a 250 euros. Si sélo
piensa pagar, respectivamente, el 30 %, el 20 % y el 10 % de lo que corresponderia a cada escritor,
équé gasto tendria el editor?

- Una fabrica produce dos modelos de lavadoras, Ay B, en tres terminaciones: N, L y S. Produce del
modelo A: 400 unidades en la terminacion N, 200 unidades en la terminacién L y 50 unidades en la
terminacion S. Produce del modelo B: 300 unidades en la terminacion N, 100 enlalLy30enla S. La
terminacion N lleva 25 horas de taller y 1 hora de administracidn. La terminacién L lleva 30 horas de
taller y 1,2 horas de administracién. La terminaciéon S lleva 33 horas de taller y 1,3 horas de
administracion.

a) Representa la informacién en dos matrices.

b) Halla una matriz que exprese las horas de taller y de administracién empleadas para cada uno de
los modelos.

- Sean Ay B dos matrices de igual orden, y A un nimero. Se sabe que A:(A + B) = A-A + A-B. Justifi-
ca el resultado.

- Sean Ay B dos matrices cuadradas de igual tamafio. Si A y B son simétricas, analiza si, entonces,
también lo es su producto A-B.

Si la respuesta es afirmativa, justifiquese; en caso contrario, dese un contraejemplo que lo confirme.
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Matrices

36.

37.

38.

39.

40.

0
-Sea la matriz M :(s

r
Oj' siendo r y s dos numeros reales tales que r's = 1.

Calcula MZ, Ms, M4y M 2 para k e N.

- Sea el conjunto de matrices definido por:

o[t o

a) Comprueba que A,B € M, tambiénA+BeMyABeM
b) Encuentra todas las matrices C € M, tales que C*=C.

- Se dice que una matriz cuadrada A es ortogonal si se verifica que A-A' = | donde A' es la matriz
traspuesta de A e | es la matriz identidad. Si Ay B son dos matrices ortogonales de igual tamafio,
analiza si A-B es una matriz ortogonal.

- Considera las matrices A, B y C definidas como:
Ao =l =i+j) Vi j=123
B = by =i j) vi=12j=123
Cop=(c; =2i+j), Vi=123;,j=12
a) Construye las tres matrices.
b) Halla las traspuestas A', B'y C'y determina cudl (o cuéles) de las matrices es simétrica.
c) Analiza cuales de los productos A-A, A-B, A-C, B-A, B:-B, B-C, C-A, C-B o C-C pueden realizarse.
d) Determina el rango de las tres matrices A, By C.

- Dada la matriz:

En la que se verifica X? + y? + 22 = 1.
a) Calcula M2,

b) CalculaP = M?*+1.

¢) Comprueba que P2=P.

d) Comprueba que PxM = MxP = 0.
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Matrices

AUTOEVALUACION

5 -2 0 1 3 5
3 4 -7 01 -2
1.- La dimension de la matriz A es:

a)3 b) 2 c)2x3 d)3x2

Dadas las matrices

2.- La matriz A es:
a) una matriz fila b) cuadrada c) traspuesta d) rectangular

3.- La suma de las matrices Ay B es:

5 -2 0 6 1 5 6 -1 5 6 1 0
a)A+B= b)A+B= C)A+B= d)A+B=
3 4 -7 3 5 -9 3 4 -5 3 4 -9

4.- El producto 3A es:

15 -6 0 15 -6 0 15 -6 O 03 O
a) 3A= b)3A= c) 3A= d) 3A+B=
3 4 -7 9 12 -9 9 12 -21 0 0 -21

5.- Indica qué afirmacion es cierta
a) Las matrices Ay B se pueden multiplicar b) Las matrices Ay B no se pueden multiplicar
¢) Ambas tienen matriz inversa d) Sus matrices traspuestas son iguales

Dadas las matrices

3 3 3 1 00 1 2 3 1 31
C=/3 3 3;b=|0 1 0|;E={4 0 1|;F=0 0 1
3 33 0 01 2 3 4 01 4
6.- La matriz identidad es la matriz: a)C; b) D; c)E; dF

7.- El producto de las matrices Ey F es:

1 6 15 1 5 13 1 6 15 1 6 15
a)EF=/0 13 8 b)EF=|0 12 8 C)EF=|0 13 8 d)EF={4 13 8
2 10 21 2 10 21 2 13 9 2 10 21
8.- La matriz inversa de la matriz F es:
1 11 -3 -1 0 0 -1 0 O 1 0
a)F_lz 0 -4 1 b)F‘lz 11 4 1 C)F‘lz 0o 4 -1 d)F‘lz 12 4
0 1 0 3 00 0O -1 O 3 0
9.- La matriz traspuesta de la matriz F es:
1 11 -3 1 0 -3 1 00 1 0O
a)F'=|0 -4 1 b)F'=(3 1 0 c)F'=|0 1 1 dF'=[3 0 1
0 1 0 11 O 010 11 4
10.- El rango de la matriz C es: a)3 b) 2 )1 d) no tiene
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Matrices

Apéndice: Problemas de matrices en las P.A.A.U.

-1 -2 -2
(1) Sealamatriz A= 1 2 1
0o -1 -1
a) Comprueba que verifica A®—1=0, con | la matriz identidad y O la nula.

b) Calcula A®

c) Basandote en los apartados anteriores y sin recurrir al cdlculo de inversas, halla la matriz X que
verifica la igualdad A>X + | = A

(2) a) Define rango de una matriz.

b) Una matriz de 3 filas y 3 columnas tiene rango 3. ¢{Como varia el rango si quitamos una columna?
Si suprimimos una fila y una columna, épodemos asegurar que el rango de la matriz resultante
valdrd dos?

(3) Sea A una matriz (m x n)
a) ¢Existe una matriz B tal que B-A sea una matriz fila? Si existe, ¢qué orden tiene?
b) é¢Se puede encontrar una matriz B tal que A:B sea una matriz fila? Si existe, ¢qué orden tiene?

c) Busca una matriz B tal que B-A=(0 0) siendo

A=

o O -
(@2 N V]

X

1 -1
(4) Dada la matriz A= y el vector X =
2 4 y

j, se pide obtener razonadamente:

a) El vector X tal que A-X = 0-X.
b) Todos los vectores X tales que A-X = 3-X.
¢) Todos los vectores X tales que A-X = 2:X.
(5) Sean | y A las matrices cuadradas siguientes:
1 0 17 29
| = y A=
0 1 -10 -17
Se pide calcular, explicando todos los pasos necesarios:

a) Las matrices A2 y A3,

b) Los nimeros reales ay b para los cuales se verifica (I + A)2 =al+DbA

5 7)ol )

donde B es una matriz cuadrada de tamafio 2 X 2, se pide:

(6) Dada la ecuacion matricial:

a) Calcula el valor o valores de a para los que esta ecuacién tiene solucion.
b) CalculaBenelcasoa=1.
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Matrices

(7) Una matriz 2 x 2 se dice que es triangular si el primer elemento de su segunda fila es 0. Encuentra

27 4
todas las matrices triangulares B tales que B-B' = [ 4 8} .

(8) Comprueba razonadamente que:

a) Si el producto de dos matrices cuadradas A y B es conmutativo, entonces se deduce que el
producto de los cuadrados de dichas matrices es igual al cuadrado del producto de dichas
matrices.

b) La matriz

1 0 O
A={0 -4 10
0 -3 7
satisface la relacién A% — 3.A + 2.] = O, siendo | y O, respectivamente, las matrices de orden

3 x 3 unidad y nula.

c) Calcula razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado, los valoresay b
gue hacen que A? = a.A + b, sabiendo gue la matriz A verifica la igualdad A?=3.A+2.I.

(9) a) Calcula las matrices reales cuadradas de orden 3, X e Y, que satisfacen las ecuaciones:

2-X+Y =B

{x-zv:c
101 1 -10
donde B=|0 1 1| y C=|-1 1 1
001 1 1 1

b) Si X e Y son las matrices anteriores, calcula (2:X + Y)-X = (2:X + Y)-(2Y).

(10) Calcula todos los valores reales X, Y, z, t para los cuales se verifica A:-X = XA, donde

L)l

(11) Tenemos las matrices

-1 -1 2 1 00
A=|3 -5 6| e I=/0 10
1 -1 0 0 01

a) Calcula la matriz inversa de A.
b) Calcula la matriz B = A-(A + 4-1).

c) Determina los numeros reales que cumplen: At=xA+ y-l, A’ =z7.A+t,

-1 21 -1 x 1
A= y B=
y 3 5 3 7 X+1z

dos matrices de orden (2 x 3) en las que X, Yy Z € R denotan valores numéricos desconocidos.

(12) Sean las matrices:

a) Determina, razonadamente, los valores de X, Yy z € R de manera que B = A.

b) éEs posible el calculo de A x B? Razona la respuesta
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Matrices

(13) Sea 6-A + 2:1 = B una expresion matricial, donde B denota la matriz cuadrada de orden (2 x 2):
6 1
B =
3 -
e | es la matriz identidad de orden correspondiente:
a) ¢Qué dimension tiene la matriz A?
b) Determina los elementos que integran la matriz A, esto es, ajj € Axq.

c) Calcula A+2-1.

(14) Sean Ay B dos matrices desconocidas. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:
5 12 7j 11 25 0 j

2A+B =
4 7 20 10 35
(15) Sean X e Y dos matrices desconocidas. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:

2 0 1 -
EX +3Y = 3IX+2Y =
(—4 15) (—2 9}

(16) Se llama “traza” de una matriz a la suma de los elementos de su diagonal principal. Halla A, matriz
de tamafio (2 x 2), sabiendo que la traza de A-A' es cero.

3A+ZB:(

(17) Sea A una matriz que tiene tres filas; sea B la matriz que resulta de sustituir en A la 12 fila por la
suma de las otras dos. ¢ Qué debe ocurrir entre las filas de A para que Ay B tengan el mismo rango?

(18) Dadas las matrices

5 20 ab 0
A=2 5 0 B=lc ¢ O
0 01 0 01

a) Encontrar las condiciones que deben cumplir @, b y ¢ para que se verifique A-B = B-A.
b) Paraa=b =c =1, calcular B,

(19) Denotamos por M a la matriz traspuesta de una matriz M. Considera:

1 0 4 -3
A=l 2|, B=(1 4 3), C=|-2 9 -6
-1 1 -4 4

a) Calcula (A-B)'y (B-A).
b) Determina una matriz X que verifique la relacién 3 X +(A- B)t =C.
(20) Calcula todas las matrices X tales que A- X +B = X , donde:
11 1 -2
A= y B=
11 0 -1

(21) Calcula dos nimeros naturales a y b menores que 10y tales que la siguiente matriz tenga rango 2:
2 2 b

o o
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Resumen

En una de esas peculiaridades que de vez en cuando se dan en la ciencia, nos encontramos con el caso
de las matrices y los determinantes. Hay evidencias de que ambos se conocian entre dos y cuatro siglos
antes de nuestra era, cuando para resolver ciertos problemas se organizaba la informacién en forma de
tablas y se explicaban las reglas aritméticas para hallar la solucidon. Sin embargo, cuando fueron
redescubiertos para la Matematica moderna, se desarrollaron antes los determinantes que las matrices.

Fue Carl Friedlich Gauss (el principe de los matematicos) el primero que usé el término “determinante”
en sus ‘Disquisiciones Aritméticas’ de 1801, pero con un significado diferente al nuestro. La idea actual
de determinante se debe a Augustin Louis Cauchy, mientras que el término “matriz” lo acund 50 afios
después James Joseph Sylvester dando a entender que una matriz es “la madre de los determinantes”.
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Determinantes

1. CONCEPTO DE DETERMINANTE

1.1. Definicion

Dada una matriz cuadrada de orden n,

a;  dp a,
A= ay dp a,
a, A, ... a,,

a;;  dp a,
|A| _ ay dp a,,
a, Q, ... a,,

a un namero real que es igual a:

det(4) = \ A\ - ZS (-1)©@ (1 B2(2) o)
€ n

(o)

Es decir, el determinante de una matriz cuadrada es el nimero real que se obtiene sumando todos los n
factorial (n!) productos posibles de n elementos (orden de la matriz) de la matriz, de forma que en cada
producto haya un elemento de cada fila y uno de cada columna, precedido cada producto con el signo +
6 — segln que la permutacidon de los subindices que indican la columna tenga un numero de
inversiones, respecto del orden natural, que sea par o impar.

Esta definicidon solo es practica para resolver los determinantes de orden 2 y 3. Los determinantes de
orden superior se resuelven con otros métodos, ya que aplicando la definicién seria muy laborioso.

1.2. Determinantes de orden dos y tres. Regla de Sarrus

1.2.1. Determinantes de orden dos

Dada una matriz de orden 2,

se llama determinante de la matriz 4,

det(A4) = 4| =

a ‘
21 9»
al numero:

|A| =ddy —apdy,

Es decir, se multiplican los elementos de la diagonal principal y se le resta el producto de los elementos
de la diagonal secundaria.
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Determinantes

Ejemplos

25 25
( j—>|A|=‘ ‘=2~4—5~1=8—5:3
1 4 1 4

A

B

-2 18] AR I (-2)-(-4)=-3-8=-11
—> = = —].-3—(= o (— = -3 -8 = —
4 3 4 3

1.2.2. Determinantes de orden tres. Regla de Sarrus

Dada una matriz cuadrada de orden 3,
ay dp a4
A=|ay, ay ay
a3 dyp 4y
se llama determinante de la matriz 4 al nimero:
ay ap dp
|A| =|dy Ay Ay3 | = A1dpdyy +a)3051A3) T A)pd)303) — 130503 — Ay1d)3d3) —dpd)ds;
as; a4z ds;

Este desarrollo procedente de la definicion de determinante, puede recordarse facilmente con este
diagrama, conocido como la regla de Sarrus:

® @ ®
4=® ® ® =
® @ ®
Ejemplo
1 2 3
1 5 1|=15-(-2)+213+(-1):6:3-3-53-1-6:1-2(-1)(-2) =—10+ 6 -18-30-6-4 =54
3.6 -2

Actividades propuestas

1. Calcula los siguientes determinantes:

3 1 0 1 2 1
a) b) )
-1 2 -3 2 -1 0
2. Calcula los siguientes determinantes:
3 1 0 -1 0 2 4 1 0
a)|-2 1 2 b)|-2 0 5 ol-2 3 2
3 -2 =2 4 -2 =2 0 -1 -2
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Determinantes

2. PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

12) El determinante de una matriz A es igual al determinante de su traspuesta.

t
4] = |4
Demostracion
a a
|9 a | B _
‘A = ‘—an'azz_azl'alz =dap Ay — a4y Ay, —|A|
a;, dy

a4y dy

4

=14, Ay Ay | =a0y055 10501305, + 01,050, — A3 0,013 —A3,0),0y; — AyA334),

A3 Gy Ay

reorganizando términos:
=110y 055 + Ay A3 A13 + Q150305 — Ay305)03) — AUy Ay — 10y 033 = |A|

2 3 4
[4=[1 3 2|=2-3:6+1-1-4+3.2:5-4-3.5-3-1.6-2-1-2=36+4+30- 6018 —4 = 12
51 6

215
=3 3 1|=2-3-6+1-1-4+3-2-5-4.3.5-3.1.6-2-1-2=36+4+30-60—18 -4 =12
4 2 6

Teniendo en cuenta esta propiedad, a partir de ahora todo lo que se diga para la filas de un
determinante serd igualmente valido para las columnas, y viceversa, pudiendo hablar simplemente de
lineas de un determinante.

22) Si los elementos de una fila o de una columna se multiplican todos por un numero, el
determinante queda multiplicado por dicho numero.

k-a,, a, a; a;; 4, a4

k-a, a, ay|=k-|la, ay, ay,

k-ay, a;, a Ay Ay Ay
Demostracion
frayan|_y k _k —k-|4
=k-ay-ay—k-ay-ap=k-(ay-a, —ay-a,)= | |
k-aj, ay

ayy a ayy | = kay ayas; + ayaykays + apkaysas, — kajyaynay, — ayayka), —kaya,as,

az az as3
=k - (@),a0033 + 05,03, 13 + Q15 05303) — Q130503 — Ay3d30)) — Ayyly d33) =k - |A|
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Determinantes

Ejemplo
2 3 4 2:2 3 4 4 3 4 2 3 4
1 3 2|=-12 21 3 2(={2 3 2|=-24=2-(-12)=2-]1 3 2
516 25 1 6/ (10 1 6 516

Esta propiedad tiene dos implicaciones:
1. Nos permite sacar fuera los factores comunes a todos los elementos de una linea.
2. |k-A| =k'-]A4]|, siendo n la dimensidn de la matriz

Demostracion

Para orden 2:

k- A= . = =k-k-| " =k |4
a, k-ay k-a, a, ap dp
Para orden 3:
k-a, k-a, k-a; ap ap ap ay ap ag
k-Al=|k-ay k-ay k-ay|=k-|\k-ay k-ay k-ay|=k-k-|k-ay k-a, k-ay|=k’-|4|
k-ay k-ay k-as k-ay k-ay, k-asy as as as;

32) Si los elementos de una linea se pueden descomponer en suma de dos o mds sumandos, el
determinante serd igual a la suma de dos determinantes (o mds) que tienen todas las restantes lineas
iguales y en dicha linea tienen los primeros, segundos, etc. sumandos.

a,+b, a, a; a;; dp 4 b, a, aj;
ay +by, ay, ay|=\a, a, ay|t|by a, ay
ay +b, ay ay sz A3 Ay by, ay ay

Demostracion
ay +by ay | b bo) = b b
b =(ay +byy)ayp —ap -(ay +by)) =ay-ay +byy-ay —ay, ay —ap, by
Ay +by Ay
reorganizando términos:
a, 4ap b, ay
:an’azz_alz'a21+b11'azz_alz’bzl: + b
ay Ay b1 Gy
a, +b, a, a; b b b
(@), +by))ayas; +(ay, +by))asas, +(ay, +by))ay,a,,
ay +by ay ay| = b b b
b —(as, +by))aya,; —(ay, +by)ay,a,; —(a, +b,))a,as;
Az T05 dz Ay
Ay Ay0sy + 0y01305, + Ay3,01,0y; — Ay Q5015 — A)1A55 055 — Ay 01505
+by,ay,a5 + by 0,505, +by,a,,0,; — by 05,0, — by asy,a,; — by a,as,
a4, ap b, a, a;
= |ay Gy Gy |t|by ay ay

Qs Qi di by, ay, ay
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Determinantes

Ejemplo
+ Sea:
1 7 3
4 7 —1/=35+108-21-63+9-140=-72
3 9 5
Descompongamos la segunda columna:
1 2 3 1 5 3
4 3 —1|=15+48-6-27-40+4=-6 4 4 —-1/=20+60-15-36-100+5=-66
3 4 5 3 5 5
Por tanto:

7 3| |1 245 3| |1 2 3] |1 5 3
7 —1|=|4 3+4 -1|=[4 3 -1|+|4 4 -1
39 5| (3 445 5| (3 4 5[ (35 5

42) Si en un determinante los elemento de una linea son nulos, el determinante es nulo.

Demostracion
0 a,
=0-a,,—0-a,=0
0 a,
0 0 0

Ay Ay Ay |=0-apa5,;+ayay,-0+a,;-0-a, —0-aya;, —ayay,-0-0-a50a,, =0

a3 4y Ay

52) Si en una matriz se permutan dos filas (o dos columnas), el determinante cambia de signo.

ay 43 ap ay G ap
Ay Ay Gy | = 7|4y Ay Ay
a3 Q3 A4y a3 4z Ay
Demostracion
a a
az a: =0, -a, —a, -a, =—(a, -a,, —a, 'azl):_|A|

Qi3 Ay Ay | = AApQy + 053050y, T 05,0y,055 — 01,0305 — Ay 01505, — A)A530),

= Ta3A505 — Ay A3 05 — A,A5305, T A1305,05, T Ay305,0), 41,0505

Il
1
o~

22 de Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 2: Determinantes Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés

LibrosMareaVerde.tk
www.apuntesmareaverde.org.es

Revisor: Eduardo Cuchillo



Determinantes

Ejemplo

Actividades propuestas
3. Comprueba qué ocurre en un determinante de orden dos cuando haces dos permutaciones de filas.

4. Comprueba qué ocurre en un determinante de orden dos cuando haces una permutacion de filas
seguida de una permutacion de columnas.

5. Comprueba qué ocurre en un determinante de orden tres cuando haces dos permutaciones de filas.

6. Comprueba qué ocurre en un determinante de orden tres cuando haces una permutacion de filas
seguida de una permutaciéon de columnas.

62) Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales, el determinante es nulo.

a, a a
a,, b b(=0
as, c
Demostracion
a a
=a-b-a-b=0
b b
a b ¢
a b c¢|=ab-ay+a-c-a,+b-c-ay—-b-ca,—ab-a;—-a-c-a,=0
d3p Ay di
Ejemplo
1 1 3
4 4 -1/=1-4-5+4-3-3+1-(-1)-3-3-4-3-1-4-5-1-(-1):3=20+36-3-36-20+3=0
3 3 5

Actividad propuesta
7. Razona por qué esta propiedad puede deducirse de |la propiedad nimero 5.

8. Comprueba en un determinante de orden 3 que la propiedad se verifica también cuando hay dos
columnas iguales. Hazlo de dos formas diferentes: desarrollando el determinante y utilizando la
propiedad del determinante de la matriz traspuesta.
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Determinantes

Como consecuencia de las segunda, tercera y sexta propiedades tenemos las siguientes:

72) Si una matriz cuadrada tiene dos filas o dos columnas proporcionales, su determinante es nulo.
a, a k-a
a,, b k-b|=0

a, c¢ k-c

Demostracion
a k-a a a
=k- =0 (como vimos en la propiedad anterior)
b k-b b b
a b c a b c
k-a k-b k-cl=k-| a b c |=0
ay  dzyp  dg sy di  dj
Ejemplo
1 4 3 1 4 1
2 5 6/=3-12 5 2(=3-0=0
31 9 3 1 3

82) Si los elementos de una linea son combinacion lineal de las restantes lineas paralelas, el
determinante es nulo.

a, a, r-a;+s-a,

a,, Ay, T-ay+S-a,|=0

Ay Ap TQy tS-ay
Demostracion

Para determinantes de orden dos esta propiedad se reduce a la anterior.
Para determinantes de orden tres:

a, a, r-a;+ts-a, a4, r-ag a4 S-dp
Ay Ay Tay t+S-ay Prop3 ~ |Ga1 Gy Trdy | tdy Ayp Sty
ay Ay I-dy +85-4y Az 4z Trdy sz Az S+djy
a4, a4y a, 4, ap
Propa > [7|Gu Ay Ay |tTScdy Ay dy
as;; Az 4y as; 4y 4y
——> 1-0+5:0=0
Top. 6
Ejemplo
4 3 7
—
3 1 4 e 0
-2 7 5

92) Sj a los elementos de una linea se le suma una combinacion lineal de las restantes lineas paralelas,
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el determinante no varia.
ay ap  ap+(r-agt+s-ap) a4 4z
Ay Gy Ay +(r-ay +s-ay)|=|ay ayp ay

ay; Ay Ay +(r-as +s-ay) a3 Az ds

Demostracion

Para determinantes de orden dos sélo hay una posible combinacién:
a, tr-a, a, ay  dp r-a, dp dy dp

Prop. 2 Prop. 7

ay +r-ay, a, ay dy r-ay dy a, dy ay dy

Actividades propuestas
9. Demuestra esta propiedad para determinantes de orden tres.

10. Comprueba que el valor del segundo determinante, obtenido del primero con la transformacién
indicada, es el mismo que el del determinante de partida.

6 1 5 ‘ 6 1 13
7 -2 1 Cy=C,+C,+2C, 7 =2 4
-4 -3 0 ‘—4 -3 -10

102) El determinante del producto de dos matrices cuadradas es igual al producto de los determi-
nantes de las matrices:

[4-B|=|4-|3
Demostracion
Para determinantes de orden dos:
4.B= dy G| by by _| %n by +ay, b, ay by +ap-by
dy  y ) \by by dy by +ay by a, b, +a, by

Por tanto:
|A-B| _ a, b, +ay, by a,-b,+a, by
a, by +a, b, a, -b,+ay- by,

Aplicamos dos veces la propiedad (3):
|A~B| _ a, b, ay-b,+ap b, a, -b,, an'blz"‘alz'bzz‘

ay by ay by, +ay, by dy by ay b, +ay, by,

a, by ay by

a, b, a,-b, a, b, ay-by a, b, a,-b

12
a, b, a, by, a, b, a,-b,, a, b, a,-b, ay by, a, b,

Extraemos todos los factores comunes que se puede (propiedad 2):

a a a a a a a a
11 11 11 12 12 11 12 12
|A'B| - bllblz : +b11b22 ’ +b21b12 ’ +b21b22 )
a Ay ay ap Uy 4y ay dyp
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Y observamos que el primer y el ultimo determinantes son nulos (propiedad 6):

a a a a
|A'B| = b11b12'0+b11b22' " ’ +b12b21' ’ ! +b21b22'0

2 Ap 2n 4y

Vemos que en el segundo determinante hay una permutacion de columnas, luego:

a a a a a a a a
1 12 12 1 1 12 1 12
|A'B| = bnbzz ’ +b12b21 = bllb22 ' _b12b21 :
21 4 2 4y 21 A 21 A
a a a, a b, b
1 12 1 12 1 12
= '(bubzz_blzbzl) : = |A||B|
a, a a a b, b
21 2 21 2 2 On

Actividades propuestas

11. Comprueba esta propiedad para las siguientes matrices cuadradas de orden tres:

6 1 5 2 0 2
a) A=| 7 -2 1|yB=|1 0 -1
4 -3 0 2 -2 0
1 00 “1 10
b) A=|0 1 O|yB=|1 1 1
00 1 -1 2 3
2 1 2 2 0 2
) A=[0 0 -2|yB=|1 0 -1
2 -1 0 2 -2 0

12. Razona si es posible que para dos matrices 4 y B existan los productos 4-B y B- A4, pero no se
verifique que |A-B|:|B-A|.

13. Dadas dos matrices 4 y B, cuadradas y de igual dimensidn, razona si las siguientes expresiones son
ciertas o no:

a) (4+B)
b) (4+B)
c) (4-B) =(4-B)-(4-B)= 4" -B*
d) (4-B)=4>+B>-2-4-B
(4+B)-(4-B)= 4> - B*
|=[ 4 +]B]

(A4+B)-(4+B)= 4> + B*
A*+B*+2-4-B

e)

f) |(4+B)
g) |(4+B)|=|4[ +|B[ +2:|4]|B]
h) |(4-B)|=|4f -|B[
i) |(4-B)
(4+B)

|=lal”+[ B[ -2 4]-| B]
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3. CALCULO DE DETERMINANTES POR LOS ELEMENTOS DE UNA LINEA

Hemos calculado determinantes de orden 2 y 3 usando la definicién de determinante (regla de Sarrus).
Intentar aplicar la definicion a determinantes de orden mayor que 3 es muy engorroso, por lo que los
matematicos buscaron otro método.

3.1. Definiciones

Comenzamos por definir algunos conceptos que vamos a necesitar.

3.1.1. Menor complementario
Dada una matriz cuadrada 4, de orden n, se llama menor complementario del elemento a;, y se
representa por o al determinante de orden (n — 1) que se obtiene al eliminar la fila i y la columnajj.

3.1.2. Adjunto de un elemento
Dada una matriz cuadrada 4, de orden 7, se llama adjunto del elemento a; y se representa por 4 al

menor complementario a; precedido del signo + o — segun que la suma de los subindices (i + j) sea par
o impar:

Av'j = (_1)i+j oy

Asi, el adjunto del elemento a;; serd: 41> = —o12 y el adjunto del elemento asz; serd: As3 = +adi3s.

3.2. Calculo de determinantes por adjuntos

El determinante de una matriz es igual a la suma de los productos de los elementos de una linea por
sus adjuntos correspondientes.

ap a; iy
: : : ay Ay +ay Ay +...+a;-A; +...a, - A, (porfilas)
ag . Ay ..oa, |= 0
: ay Ay +ay; Ay +...+a; A +...a, - A, (por columnas)
Ay oo @y ... a,

Asi, el determinante de una matriz 4, de orden 3, se podria calcular de seis formas diferentes:

a,, a, ap; a,, - Ay, +a, -4, +a;- A4, (porlaprimera fila)
|A| =|ay Ay Ay |=4ay Ay +ay Ay +a, - A,y (porlasegunda fila)
ay, a4, ds Ay - Ay +as, - Ay, +asy - A;; (por la tercera fila)
o
a,, a, ag; a, A, +a, A, +a, -4, (porlaprimera columna)
|A| =|a,, a, a,|=<a,-A4,+a, A4, +a, A, (porlasegundacolumna)
a, as;, Qs a; A, +ay, Ay +ag - A, (por la tercera columna)
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El problema de asignar el sigho mas o menos a cada adjunto se simplifica si se tiene en cuenta que
éstos van alternandose y que el correspondiente al elemento a;; es el signo +, sin importar el camino
que se siga para llegar al elemento correspondiente.

Tt
Sl
|
+
|
+ |
I+
+ |
I+

Ejemplo

#+ Vamos a desarrollar un determinante de orden 3 mediante los adjuntos de la primera fila:

31 5
0 3 23 2 0
2 0 3|=+3- -1 +5-
2 5 2 5 7
5 7 2

Si desarrollamos el determinante por los adjuntos de la segunda fila (o de la segunda columna) nos
encontramos con un producto en que uno de los factores es nulo, lo que nos simplifica el calculo:

315

15 35 _[31
3[=-2- +0- -3
; 7 21 |5 2] T |5 7

Por tanto, cuando se combina este método para calcular determinantes con las propiedades de los
mismos, y trabajamos antes para conseguir el mayor numero posible de ceros en una linea, podremos
calcular de forma muy sencilla dicho determinante por los adjuntos de dicha linea.

Ejemplo

%+ Calcula este determinante mediante adjuntos, haciendo ceros para simplificar las filas:

1 2 3 1 2 3

1 4 2 568 10 2 -1

Mediante este método se ha pasado de calcular un determinante de orden 3 a calcular un
determinante de orden 2.

Aunque el ejemplo se ha hecho con un determinante de orden 3, vale para cualquier orden y nos abre
la puerta a calcular determinantes de orden superior.

Actividad propuesta

14. Calcula por adjuntos el valor de este determinante:

1 2 3 4
0O -1 -2 -3
o 0 2 3
0O 0 0 -2
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3.3. Determinante de una matriz triangular
Como acabas de comprobar en la actividad anterior:

El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de la diagonal principal.

a;; dp a,
0 a, Ay
. =4ay a4y Ay
0 0 0 a

Demostracion

Desarrollamos el determinante por los adjuntos de la primera columna:
a,, a, .. a, Ay, Ay ...
0 a a 0 a a
22 2n 33 3
) o =a,,-A4,+0-4,,+...+0-4,, =a,, - .

0 0 0 a 0 0 0 a

nn nn
Repetimos desarrollando por los adjuntos de la nueva primera columna:
dy A Aon a3z A3y asy,
0 a a 0 a a
33 -0 A3y 44 4n
ap | . — C=man (A Ap+0-Ay +...+0-45)=ay -ay | .
0 0 0 aq, 0 0 0 a,
Es evidente que este proceso se repetira hasta agotar las columnas, por tanto:
a, dp a,
0 ay a,
. =dap tdy A,
0 0 0 a

El proceso que hemos seguido en esta demostracion es una versiéon muy simplificada de un método
de demostracion llamado método de induccidn.

Ejemplo
1 2 3
0 4 5(=1-4-6=24
0 0 6
Actividad propuesta
15. Halla el valor de a que verifica:
I -38 53 -78
0 -4 87 -39
=24
0 O a 93
0 O 0 -2
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3.4. Matriz adjunta

Se llama matriz adjunta de la matriz 4 a la matriz formada por los adjuntos de la matriz 4, y se
representa por Adj(A4).

All A12 A13
Adj(4) = A21 Azz A23
A31 A32 A33
Ejemplos
e 25 5 Adj(4) = A4, A4, _ +a,, -0, _ +4 -1
1 4 A4, A4, -0, +0,, -5 +2
2 3 4, A, A T, —O, TOg
B=-1 5 1 |>AdjB)=|4y 4, Ay |=|-0y +0y, =0y
3.6 -2 A4y A4y A +o; —0y o
Por tanto:
5 1 -1 1 -1 5
’ 2 |3 -2 3 6
6 - R -16 +1 =21
. 2 3 1 3 1 2
Adj(B) =| - - =[+22 =11 0
6 -2 3 -2 3 6 13 4 -
2 3 13 o2l \TR T
5 1 -1 1 -1 5
Actividades propuestas
16. Para las matrices 4 y B del ejemplo, determina:
a) [4]y]|B]
b) [Adj(4)]" v [Adj(B)]"
o) A-[Adj(4)]" vy B-[Adj(B)]
¢Qué observas?
17. a) Calcula la matriz adjunta de:
2 -1 0
c=|-1 0 2
1 1 1
b) Halla |C , [Adj(C)]" y efectta el producto C-[Adj(C)]".
c) ¢Qué observas?
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4. MATRIZ INVERSA

En el tema anterior (matrices) se ha visto el concepto de la matriz inversa de una matriz cuadrada y se
han calculado inversas de matrices de orden 2 y 3 mediante sistemas de ecuaciones o con el método de
Gauss—Jordan. En este capitulo veremos una tercera forma de calcular matrices inversas.

Recordemos que una matriz cuadrada A4 se llama regular (o inversible) si existe otra matriz cuadrada,
llamada inversa y que se representa por A ', que multiplicada por la matriz 4 nos da la matriz identidad.

AA =A"A4=1

Vamos a deducir cdmo es la matriz inversa. Supongamos una matriz cuadrada A de orden n, aunque
para facilitar los cdlculos trabajaremos con una matriz de orden 3.

A=|a, ay ay

Hallamos la traspuesta de la matriz adjunta:

4, Ay A4
[Adj (A)]t =4y, Ay Ay,
Ay Ay A
Multiplicando la matriz 4 por la traspuesta de su adjunta [Adj(4)] tenemos:
ay ayp ag (A4, Ay 4y |A| 0 0 100
ay Gy ay || A, Ay Ay =] 0 |A] 0 [=]|4]-|0 1 0|=|A4|/
ay  ay ay )\ Ay Ay Ay 0 0 |A| 0 0 1

Es decir, al multiplicar nuestra matriz 4 por la traspuesta de su adjunta nos ha aparecido la matriz
unidad:

A[AG(A) =| A} T 4- G—L' . [Adj(A)]’J y
De donde se deduce que, si el determinante de 4 no es nulo:

A=l

Como de toda matriz cuadrada se puede hallar su adjunta y luego la traspuesta de ésta, lo Unico que

. . . 1 .
puede hacer que no exista la inversa es que no exista el factor a7, Que no existe cuando |A| =0.

Luego:

“La condicion necesaria y suficiente para una matriz cuadrada tenga inversa es que su
determinante sea distinto de cero”

Por otro lado, como A4 =1 y por la novena propiedad: ‘A-A_l‘ = | I| =1:

|| al| 472125 4| =

|4
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Actividades resueltas

% Halla la matriz inversa de

11
A=
2 1
En primer lugar comprobamos el valor de su determinante:
1

]|}

Hallamos la matriz adjunta y la traspuesta de ésta:
1 -2 I -1 1 (1 -1 -1 1
Adj(A) = = [Adj(4)| = = At=— -
i) (—1 1] [ J( )] (—2 1] —1(—2 lj (2 —1]

% Halla la matriz inversa de

1 -1
| =-1=|A|#0= 34

1 2 3
B=|-1 5 1
3 6 -2
En primer lugar comprobamos el valor de su determinante:
1 2 3
|B|=|-1 5 1 |=-10-18+6-45-4-6=-74= |B|#0= 3B
3 6 -2
Una vez comprobada la existencia de matriz inversa, hallamos la adjunta de B.
5 1 -1 1 -1 5
e 2] 7|3 —2] T3 6
By A -16 +1 =21
. 2 3 1 3 1 2
Adj(B) =| - + - =|+22 -11 O
6 -2 3 -2 36 1 4 ;
2 3 1 3 12| VT Tt F
+ - +
5 1 -1 1 -1 5
la traspuesta de esta matriz:
-16 +22 -13
[Adi(B)] =| +1 -11 -4
-21 0 +7

Y, finalmente:
| | 16 +22 -13) (&, 24 3,
R G R TR B N
-21 0 +7) (2% 0 -
Actividad propuesta

18. Comprueba para los ejemplos anteriores que A4 = Iy BB'=1
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5. RANGO DE UNA MATRIZ

Si recordamos que una matriz es una tabla de informacién, y que la cantidad de informacidon que
almacenan algunas tablas es monstruosa (basta con imaginar la base de datos de una empresa), es
evidente la necesidad de encontrar una manera de eliminar informacién redundante y quedarse con
una cantidad minima con la que poder recuperar los datos eliminados.

Ese es el concepto cotidiano de rango, el minimo numero de elementos independientes de una tabla de
informacidn, es decir, el menor nimero de lineas con las que podemos obtener todas las demds. Asi,
basta guardar una cantidad pequefia de lineas junto con las operaciones que generan el resto.

5.1. Menor de una matriz

Dada una matriz de dimension m x n, se llama menor de orden k al determinante formado por la
interseccion de £ filas y £ columnas de la matriz.

Asi, por ejemplo, en la matriz:
ay a4 a3 a4y

A=|ay, ay ay ay

Ay Ay A3z Ay

- Los determinantes |a11 | |a23 | y |a14 | seran algunos de los menores de orden 1.
. a;  dp a; Ay ay, Ay ,
- Los determinantes , y seran algunos de los menores de orden 2.
ay ay Qs Ay asy d4s
a; 4 A4 a; q3 4y

- Los determinantes |a,, a,, a,|Y|a, a, a,,|sonmenoresde orden 3.

En este caso la matriz no tiene menores de orden superior a 3, pues solo tiene tres filas.

5.2. Rango de una matriz

Definimos en su momento el rango de una matriz como el nimero de filas o columnas linealmente
independientes, y lo calculamos usando el método de Gauss. Vamos a ver otra forma de definir y
calcular el rango de una matriz.

Se llama rango de una matriz (o caracteristica de una matriz) al orden del menor de mayor
orden no nulo.

Actividades resueltas

1 3

0 -2
a) A=

5 -1

-2 3

Como la matriz no es la matriz nula, basta con escoger un elemento no nulo para comprobar
gue el rango de la matriz es por lo menos 1. Tomamos el elemento a;; y trabajamos a partir

del él (podriamos haber cogido cualquier otro): | 1 | =10=rg(4)>1
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Trabajamos ahora a partir del menor de orden 1 que hemos tomado, para construir los
1 3

menores de érdenes superiores. 0 5

= 220=>rg(4)=2

La matriz no puede tener rango mayor que 2 pues solo tiene dos columnas.

1 2 -3
2 1 0
b) B =
—2 -1 3
-1 4 -2

Como la matriz no es la matriz nula, ya sabemos que su rango serd mayor o igual que 1y por lo
tanto empezamos a trabajar con menores de orden 2.

1 2 -3
1 2
‘2 1‘:1—4:—3¢0:>rg(B)22 y |2 1 0[=-920=r1g(B)=3
-2 -1 3
El rango no puede ser mayor que 3.
1 3 1 =2
1 4 3 -1
c) C=
2 3 -4 -7
38 1 -7
Tomamos un menor de orden 2 que sea distinto de cero y trabajamos con él para formar los
1 3
menores de orden 3y superiores. ‘1 4 =4-3=1#20 =rg(C)=>2
1 3 1
Formamos un menor de orden 3: 1 4 31=0
2 3 -4

Como este menor de orden 3 es nulo, formamos otro menor de orden 3, pero siempre a partir
del mismo menor de orden 2, hasta que encontremos un menor de orden 3 que sea distinto

1 3 -2 1 3 1 1 3 -2
de cero, si lo hay: 1 4 -1|=0 1 4 31=0(1 4 -1|=0
2 3 -7 3 8 1 3 8 -7

Como todos los menores de orden 3 que se pueden formar son nulos, entonces el rango de la
matriz es 2.

Es interesante conocer esta propiedad:

“Si los todos los menores de un determinado orden son nulos, también lo son los de érdenes
superiores”.
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CURIOSIDADES. REVISTA

Emmy Noether (1882-1935)

Emmy Noether fue una matemdtica alemana de
origen judio que realizd sus investigaciones en las
primeras décadas del siglo XX. Su primera
especializacion fue la teoria de invariantes algebraicos,
que le permitié demostrar dos teoremas esenciales en la
teoria de la relatividad. Su verdadera aportacion a la
investigacion matemdtica fue poner las bases del
Algebra Moderna. Sus investigaciones en dlgebra no
conmutativa destacan, sobre todo, por el cardcter
unificado y general que dio a esta teoria. Sus
publicaciones serian suficientes para valorar su decisiva
contribucion a las matemdticas, pero hay que
considerar, ademds, que nunca le interes6 mucho
publicar y siempre permitio a sus colegas y a sus
\estudiantes desarrollar resultados interesantes a par[

El calificativo Noetheriano se utiliza para

de las sugerencias que ella les hacia. ‘ g
L designar muchos conceptos en Algebra.

El Senado de la Universidad de Erlangen habia declarado en 1898, que la admision de mujeres
estudiantes "destrozaria todo orden académico". Sin embargo se les autorizaba a asistir a clase con
un permiso especial que no les daba derecho a examinarse. En 1904 Noether regresé a Erlangen
donde habian cambiado los estatutos de la Universidad y pudo proseguir sus estudios de doctorado.

En 1915 fue invitada por David Hilbert (1862-1943) y
Félix Klein (1849-1925) a trabajar con ellos en
Gottingen. Aunque Gottingen habia sido la primera
universidad en conceder un doctorado a una mujer,
Sonia Kovalevskaya, no por ello tenia la disposicion de
contratar como ensefiante a una mujer. Emmy no fue
una excepcién y, a pesar de su valia, fracasé en su
primer intento de presentarse a oposiciones como
docente universitario. El reglamento vigente indicaba
explicitamente que los candidatos debian ser
hombres. Hilbert quiso corregir esa injusticia pero sus
esfuerzos no tuvieron éxito, pues ciertos miembros de
la facultad, no matematicos, se opusieron.

Se cuenta, como anécdota, que
Hilbert dijo en un Consejo de la
Universidad de Gottingen, "no
veo por qué el sexo de la
candidata es un argumento
contra su nombramiento como
docente. Después de todo no
somos un establecimiento de
hafos".

A pesar del reconocimiento
obtenido por este éxito, los

Hilbert y Emmy encontraron un sistema para que ella
pudiera trabajar como docente: las clases se
anunciaban bajo el nombre de Hilbert y ella figuraba
como ayudante. Asi pudo probar su competencia y ser
mejor conocida.
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Determinantes

RESUMEN

Ejemplos

Definicion de
determinante

El determinante de una matriz cuadrada 4 es el
numero real que se obtiene mediante

det(A) = ‘A‘ = Z}S‘ (_l)l(c) alc(l)azc(z)...anc(n)
cEn,

Determinante de ay  ap 2 3‘
det(A) =4 = =a,,a,, —ad =2.5-3-1=10-3=7
orden dos (4)=|4 ay, ay| A ‘ 15
Determinante de ® ® ® 123
S R, ® ® ®= 1 5 1|=10+6+18-45-6-4=-21
Regla de Sarrus ® ® ® 36 2
Menor complementario del elemento a;, o, es 4, a, aj; 0
Menor . | eldeterminante de orden n — 1 que se obtiene A = |yttt | = 1, = a“ a”
complementario al eliminar la fila i y la columna. d, a, a, woTE
Adjunto del elemento a;;, 4;;, es el menor ) a, a;
. complementario o, precedido de + 0 —segun la a,  ay  ag 1T g, ay
Adjunto de un e . 3
suma de los subindices i +jseaparoimpar. | A=|a, a, a, |=
elemento a.  a
4 _(_1)i+j as;; A4z ds Ay =+ 11 12
/ % a; dp
Se llama matriz adjunta de la matriz4 a la Ay Ay A
Matriz adjunta | Matriz formada por los adjuntos de la matriz 4, Adj(A)=| 4,, 4, Ay
se representa por Adj(A4).
y p p j(4) Ay A, Ay

Desarrollo por
adjuntos

El determinante de una matriz es igual a la suma
de los productos de los elementos de una linea
por sus adjuntos correspondientes.

|A |_ {allAll +a,A, +a;4;
.| =
apdy, +a,4d, +aynd;,

Matriz inversa

Si el determinante de A no es nulo:

A=l
4

[Adj(A)]

Menor de una
matriz

Menor de orden k es el determinante formado
por la interseccion de k filas y k£ columnas de la
matriz.

I -1
2 3
-2 3

Rango de una
matriz

Rango (o caracteristica) de una matriz es el

orden del menor de mayor orden no nulo

El rango de la matriz anterior es dos,

porque M,=3-2=1=0.
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Determinantes

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1.- Calcula los determinantes de las siguientes matrices:
1 2 2 b 2 Lo
s 3 w6 3) ol ) ol 2 o T e o
a m 1 01 1
1 0 1 1 -2 3 a 1 1 m 1 3
g0 1 0| h)| 0o 3 |1 a 1| )| 1 -1 -1
3 45 -4 5 1 1 a 5 -3 m

2.- Prueba, sin desarrollarlos, que los determinantes de las siguientes matrices son nulos:

1 a b+c a c+d b
a)|l b c+a b)|la b+d c
1 ¢ a+b a b+c d

3.- Demuestra sin desarrollar que los determinantes

1 5 2 6 3 0
2 2 8ly|9 2 5
0 5 5 4 0 5

son multiplos de 15.

4.- Prueba sin desarrollar que los determinantes siguientes son multiplos de 11:

1 913
1 21
2 6 1 8
a)|l 9 8 b)
2 213
5 06
I 519

5.- Comprueba, a partir de las propiedades de los determinantes, que 4, =0y que 4,= 5.

-8 25 40 5 2 1
0 27 0 6 3 9
6.- Sabiendo que
a b c
d e f|=
h i
calcula, sin desarrollar, el valor de
i -g —h
f+c d+a e+b
3c 3a 3b
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Determinantes

a b c

7.- Sabiendoque | p g r|=-2 calculasin desarrollar:

Xy z

a c b x a-3p -2a x—2p+3a a -3p
2x 2z 2y |= vy b-3q -2b|= z=2r+3c c¢ -3r|=
-3p -3r -3¢ z ¢-3r -2 y=2q+3b b -3q

8.- ¢Cual serd el orden de una matriz cuadrada 4 si sabemos que su determinante vale —5 y que el
determinante de la matriz 3:4' vale —1215?

X y z I 1 1
9.- Justifica, sin realizar célculo alguno, que |x* y* z’|=xyz-|x y z
x3 y3 Z3 x2 yZ ZZ

B'A .

7

10.- Dadas las matrices A y B de orden 4 x4 con |4/ =3 y |B|=2, calcula ‘A‘l

v |45

a a a
11.- Obtén, en funcién de g, b y c el valor del determinante: |a + b a a

a a+c a
12.- Demuestra que:

1+a 1 1 1 a 1 1 1
1 l1—a 1 1 2 2 1 a 1 1 ( 1)3 (@+3)
=a - =(a-1)"-(a+
1 1 1+b 1 y 1 1 a 1
1 1 1 1-b 1 1 1 a
13.- Dada la matriz
A=1|3
1 _

se pide:

a) Calcula: |4

;O3 O3 5 Ay 5 Ay
b) Resuelve la siguiente ecuacion: |4|-x+ Ay, +3a,, = -2+ A4;; - x

14.- Sea una matriz simétrica 4 € 9‘/[3)(3 cuyo determinante es —+ . Comprueba si es verdadero o falso

A-A
-34/=9 ‘T=3—3 A e M,, 44]-7)4"| =1 24e M,
A-A' _
44— 4'|=-3 47| =-3" A=A =(-2)° l\A-l\—éAf Tl 324 __L
34"+ A4 9 37
Si son falsas, indica la respuesta correcta.
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Determinantes

-2

15.- Sean las matrices Ay B < M. . tales que |A| =37y |B| = 3. Con estos datos calcula de forma

(5]

3x3

razonada: ‘A’l S BT A|-|B|_1 ;3B - 4| ;134- B ;

16.-Sean F, F,, F, y F, las cuatro filas de una matriz cuadrada 4, cuyo determinante vale —2. Se pide
calcular de forma razonada:
a) El determinante de la matriz —%.
b) El determinante de |la matriz inversa de 4.
c) El determinante de la matriz ?2

d) El determinante de una matriz cuyas filas son: 2F,,-3F, +4F, —F,,2F;.

17.- Para los determinantes

a b ¢ d
a b b
1 2 -a b —-c¢ d
A4, =\b a b| 4,= A, =
a b a b 0 1
b b a 5
a b -1 0

a) Halla los menores complementarios de los elementos a1, 03, 032 Y OL12, cuando existan.
b) Halla los adjuntos de dichos elementos, cuando existan.
18.- a) La matriz 4 verifica A = A. Halla los posibles valores del determinante de 4.

b) La matriz 4 verifica que A- A" = I . Halla los posibles valores del determinante de A.

19.- Dada la matriz

-3 2 1
A= 1 2 -3
-2 1 1

calcula el determinante de la matriz A de las siguientes maneras:
a) Aplicando la regla de Sarrus.
b) Desarrollando por los elementos de la 32 fila y de la 22 columna.

20.- Dadas las matrices

2 3 2 =20
-3 1 3
A= ,B=|0 -1|yC=|-3 1 2
1 2 -1
1 -3 1 -1 3
se pide calcular el valor de los siguientes determinantes: |A-B i |Cl; |4 -B'|; |C-B-Al; C|2
21. - Resuelve las siguientes ecuaciones:
1 2 x 2 -1 2
a) -1 3 2[{=2-3x b) -1 x -=-3[+5=5x-3
2 0 3 x 1 4
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Determinantes

22.- Resuelve las siguientes ecuaciones:

3 x 2 2 -3 x
-x 3
a)lx 2 3/=0 b)| -1 1 2|+ =11
1 2x
2 3 x -x 2 3
-1 0 0
23.- Resuelve la siguiente ecuacion |A—x-[|=0,siendo A=| 3 2 1/|ellamatrizunidad.
-2 1 2
24.- Halla los determinantes de las siguientes matrices:
1 1 2 1 3 =2
1 4 I 1
A= B= D=3 0 1 E={0 -1 2
2 3 0 3
2 1 0 1 4 2
2 1 2 -1 3 0 2
2 1 -1 2 1 3
3 0 01 0 -2 3 1
F=|3 -2 =2 G=|0 -1 -5 H = J =
2 1 0 2 1 -4 2
- 2 0 0 0 2
-1 2 3 1 -1 5 =23
25.- Aplicando propiedades, calcular el valor del determinante:
-2 -3 0 2
-3 1 2 1
4=
0 -2 -1 3
-1 4 20
a) Indicando los pasos a realizar, hasta llegar a uno de orden 2.
b) Desarrollando por los elementos de una linea.
26. - Comprobar el valor de los siguientes determinantes:
3 -2 2 -3 2 1 3
-2 0 3 1 1 -2 1 2
=137 =27
4 1 -2 3 -3 2 =2 1
2 3 0 4 -1 3 0 -3
27.- Calcula el determinante:
1 8 0 0 -7
-2 =3 0 4 1
O 5 0 0 -2
3 6 71 2
0O -3 0 0 O
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Determinantes

28.- Calcula los determinantes siguientes:

1 1 I 1 1
1 3 -2 5
-1 x 1 1 1
5 0 1
a) b)|[-1 -1 x 1 1
5 3
-1 -1 -1 x 1
-1 2 2
-1 -1 -1 -1 x
29. - Resuelve las siguientes ecuaciones:
3 -1 x 1 0 4
a) |5 2x 7|=5x+6 b)|0 x 4|=0
-1 3 x -1 3 x
30.- Resuelve las siguientes ecuaciones:
X -1 2x 1 -1 2
a)| 8 x-1 51|=67 b)[x-1 0 x+3|=1-7x
-2 1 0 1 x-2 4
31.- Halla las matrices inversas de las matrices:
1 2 3 1 ¢ b
2 4
a)15 b)|3 -5 1 oll a c
5 0 4 1 b ¢
32.- Siendo las matrices
0
1 3 0 -2 2 -1
A= y B= .
2 21 -4 0 3
-1
a) éEs cierto que det(4-B) = det(B-A4)?
b) Calcula, si es posible, la inversa de A4-B.
33. - Dada la matriz
2 1 t
A=|-t 0 -1
-2 -1 3
halla los valores de ¢ para los cuales 4 no tiene inversa.
34.- Dada la matriz
1 -2 1
A=|-2 -4 0],
A 1 1
averigua para qué valores de A existe 4",y calctlala para A =-3.
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Determinantes

35.- Calcula la matriz inversa de

36.- Dada la matriz

3 2 0
M=|1 -1 3
2 1 =2

a) Comprueba si es una matriz regular o inversible. En caso afirmativo, halla su inversa.
b) Descompdn la matriz M en suma de dos matrices, una simétrica y otra antisimétrica.

c) Descompdn | M| en suma de dos determinantes |P| y |Q|, tales que sus elementos sean todos
no nulos y que el valor de uno de ellos sea nulo.

d) Comprueba si: |M| = |P|+|Q| y |M| - |p||Q|
e) Resuelve la ecuacién: o ,x° —|M|x+ 44, =2

37.- ¢Para qué valores de a la matriz

a 1 0
0 1 1
1 a O

no tiene inversa? Halla la inversa paraa = 2.

38.- a) iPara qué valores del parametro a no es invertible la matriz 4?

4 1 7
A=|1 3 2
a -2 5

b) Para los valores de a encontrados calcular los determinantesde 4- 4" yde A" - 4.
39.- Sea C la matriz
2 -1 m
1 0 -1
-2 1 1

a) ¢Para qué valores de m no tiene inversa la matriz C?
b) Calcula la inversa de C param = 2.
40.- Dada la matriz

donde x es un numero real, halla:
a) Los valores de x para los que la matriz 4 posea inversa.
b) La inversa de 4 para x = 2.
c) Conx =35, el valor b € R para que la matriz 5-4 tenga determinante 1.
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Determinantes

43.- Dadas las matrices A, By C € M

5 Plantea la resolucion de las siguientes ecuaciones utilizando la

matriz inversa:
a) X-4A=B b) B-X-2B=3X c)A-X-C=2B"+4

44.- Calcula todas las matrices diagonales de orden dos que coinciden con su inversa. Si 4 es una de
esas matrices, calcula su cuadrado.

45.- a) Halla, si existe, la matriz inversa de M.

M=|1 1 1
-1 -2 =2
b) Calcula la matriz X que cumple X-M + M =2M*

46.- Dadas las matrices:
1 1 a

1 0 1 0 -2
A= C=(2 a 1 D=
-2 1 2 -1 -1
2 20
a) ¢Qué valores de a hacen singular la matriz C?
b) éQué dimensiones debe tener la matriz B para que la ecuacién A-B-:C = D tenga sentido?

c) Calcula B para el valor a=1.

47.- Resuelve las siguientes ecuaciones:

_ 1 1 1 X
s . o x-1 2 2 R
a)l4 3 9|=0 p| 2 x-1 2:Oc)3: L |=0
1 0 7 1 1 x-2 x
4 4 4 x+3
48.- Halla el rango de las siguientes matrices:
2 1 1 34 40
0 2 1 01 2
a) b) ol 2 1 di|l1 3 2 -2
2 0 2 -1 3 2
I 1 2 21 2 2
49. - Halla el rango de las siguientes matrices:
1 2 3 4 5
1 2 30
31 2 01 -1 3 0 -2 4
A= B={2 -1 4 0 C=
6 2 4 0 2 3 6 9 12 15
3 2 2
0O 53 2 9
50.- Halla el rango de las matrices en funcién del parametro:
1 3 0 1 a 1
a 1 a 0 4
a) b) |l a -1 d|1 1 a
1 1 3 06
0 2 a a 1 1
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Determinantes

51. - Determina el rango de las matrices siguientes en funcidn del pardmetro correspondiente:

x 3 0 I 1 1 1 0 1 -1
A=|0 1 —x B=|3 0 0 -1 C=(3 3 2
1 1 1 1 x x 1 1 1 a
52.- Dada la matriz
-x 1 1
A= 1 —-x 1
1 1 —-x

a) Resuelve la ecuacion det(4)=0

b) Calcula el rango de la matriz 4 segln los valores de x.
53. - Dadas las matrices
m 2 6 2
A=|2 m 4 B=|1
6

2 m

N O N

-1
a) Discute el rango de A4 segln los valores de m.
b) ¢Qué dimensiones debe tener la matriz X para que sea posible la ecuacion 4 X =B?

c) Calcula X param = 0.

54.- Resuelve las ecuaciones:
a) A- X = B siendo

b) B- X =C, siendo

c) A- X =B+2C siendo
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Determinantes

AUTOEVALUACION
Dadas las matrices
5 1 1 0 2 7 4
A=|1 2 1| y B= 0 -2 -2 -3
{1 2 o 0 2 3
0O 0 0 =2
1.- El valor del determinante de la matriz 4 es:
a)4 b) 0 c)-4 d) 8
2.- El adjunto B3 del determinante de la matriz B es:
0 2 4 0 2 4
a)o b){0 0 -3 c)-4 d-0 0 -3
0 0 -2 0 0 -2
3.- El valor del determinante de la matriz B es:
a)a b)0 c)8 d) -8
4.- El rango de B es: a)l b) 2 c)3 d)4
5.- La matriz inversa de A4 es:
3 -1 -1 3/4 1/4 -1/4 31 -1 3/14 -1/4 -1/4
a)|-1 3 -1 b)y| 1/4 3/4 1/4 ol 3 1 d|-1/4 3/4 -1/4
-1 -1 3 -1/4 1/4 3/4 -1 1 3 -1/4 -1/4 3/4
3 33 1 00 1 23 1 3 1
Dadas las matrices: C={3 3 3|;D=|0 1 O0|;E=|4 0 1|;F=/0 0 1
3 33 0 0 1 2 3 4 0 1 4
6.- La matriz inversa de la matriz I es:
-1 11 -3 -1 0 0 -1 0 O 1 00
AOF "= 0 -4 1 BDF'=|11 4 1| oF'=0 4 -—1| dF'=[12 4 1
0O 1 0 3 00 0 -1 0 3 00
7.- El rango de la matriz C es: a)3 b) 2 c)1 d) no tiene
8.- La matriz de determinante nulo es: a)C b) D ) E d) F
9.- El determinante de la matriz 5CD vale: a)5 b)0 c)15 d)1
10.- El rango de la matriz CF es: a)3 b) 2 c)1 d) no tiene
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Determinantes

Apéndice: Problemas de determinantes en la P.A.U.

(1) Considera las matrices

1 3 2
1 -3 1 0
A=|x 1 -1| , B= , I=
2 1 0 1
21 —x

a) ¢Puede existir una matriz C de forma que se puedan realizar los productos 4-C'y C- B? Si es posi-
ble, proporciona un ejemplo. Si no es posible, explica por qué.

b) Calcula (B — I)*.
c) Determina los valores de x que verifican |4| =-7| I |
(2) Dados los numeros reales a, b, ¢y d, se considera la matriz
A=
c d
Prueba que el polinomio p(x) = det(4 — x-I) es p(x) = x* — tr(4)-x+ det(4), donde tr(4) es la traza de
la matriz 4, es decir, la suma de los elementos de la diagonal de A.

(3) Considera la matriz

1 1 -1
A=1 0 2
0 2 -1
a) Halla el determinante de la matriz 4.
b) Halla el determinante de la matriz 3-A4.
c) Halla el determinante de la matriz (3-4)°.
(4) Dadas las matrices cuadradas
1 00 2 1 1
I=/0 1 0| vy A= 2 3 2
0 0 1 -3 -3 =2

a) Calcula las matrices (4 — 1)’ y A-(4 — 2-I).
b) Justifica razonadamente que
b.1) Existen las matrices inversas de las matrices A y (4 — 2-1).
b.2) No existe la matriz inversa de la matriz (4 — I).
c) Determina el valor del pardmetro real A para el que se verifica que A = A+(4 — 2-1).

(5) Considera la matriz

secd tgd O
A=| tgh secd O
0 0 1

a) Estudia para qué valores de 6 la matriz 4 tiene inversa.

b) Busca, si es posible, la matriz inversa de 4 cuando 6 =%
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Determinantes

3 0 1
columnas que verifica que M? = M. Obtén razonadamente:

0 -2 1 0
(6) Se dan las matrices Az(l ],Iz( J y M, donde M es una matriz de dos filas y dos

a) Todos los valores reales k para los que la matriz B = A — k I tiene inversa.

b) La matriz inversa B! cuando k = 3.

c) Las constantes reales o y 3 para las que se verifica que a A+ BA=-21

d) Comprueba razonadamente que la matriz P = I — M cumple las relaciones: PP=P yMP=PM.

(7) Dado el numero real a se considera la matriz

1 a 1
A=|1-a 1 2
a a’? -1

a) Obtén los valores del nUmero real a para los que la matriz 4 tiene inversa.
b) Busca, si es posible, la matriz inversa de 4 cuando a = 0.

(8) Se considera la matriz

a) Obtén el polinomio p(x) = det(A4).
b) Si ¢ =0, busca las raices de p(x) dependiendo de a y b.

(9) Se consideran las matrices:
-1

, L (1 -1 0
1 Y 272 0 3

a) Calcula, si es posible, la matriz inversa de la matriz 4.

A=

S O N
O = =

b) Resuelve, si es posible, la ecuacién matricial X4 = B.
(10) Utilizando las propiedades de los determinantes:

a) Verifica que:

1 a+l -2 |=(a-3)(a—4)(a+2)
0 0 a-4

b) Calcula:
1 1 2 3
0 3 5 1
2 2 47
0 3 0 2
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Determinantes

(11) Sea
010
A=0 0 1
1 00

a) Calcula su inversa, si existe.
b) Encuentra la regla de calculo de las sucesivas potencias 4" de A.

c) Resuelve la ecuacion
2 3 2
x4+ 42— )=
1 1 1
(12) Se considera una matriz cuadrada 4 de orden tres que verifica la ecuacién 4> = 6:4 — 91, donde [ es
la matriz identidad.

a) Expresa A* como combinacién lineal de Iy A.

b) 1) Estudia si la matriz

1 3 1
B={-2 6 1
2 -3 2

verifica la ecuacién B> = 6:B —9-1.
2) Determina si B tiene inversa y, si la tiene, calculala.
(13) Dada la matriz

a) Resuelve la ecuacion det(4) = 0.

b) Calcula el rango de la matriz 4 segun los valores de x.

(14) Sea
e a b
e d

a) Calcula las matrices que verifican la relacién | 4| = |4 + I| (I es la matriz identidad)
b) Calcula todas las matrices diagonales que no poseen inversa y que verifican la relacién anterior.

c) éSe verifica para cualquier par de matrices By Cla relacion |B+ C| = |B| + |C|? Si no es cierto
pon un contraejemplo.

(15) Sea la matriz
2a a a a
a 2a a a
a a 2a a
a a a 2a

a) Calcula el valor de su determinante en funcién de a.

b) Encuentra su inversa, si existe, cuando a = 1.
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Determinantes

(16) Aplicando las propiedades de los determinantes (y sin desarrollar, ni aplicar la regla de Sarrus)
responde razonadamente a las siguientes preguntas:

a) ¢Como varia el determinante de una matriz de orden 3 si se multiplica cada elemento a;; de la
matriz por 2' /?

b) La matriz, de orden 4, 4 = (a;) con a; =i +j, étiene inversa?

(17) Aplicando las propiedades de los determinantes y sin utilizar la regla de Sarrus, calcula razonada-
mente las raices de la ecuacion polindmica:

x 1 11
I x 1 1
PO=
I 1 1 x
Enuncia las propiedades utilizadas.
(18) Dada la siguiente matriz de orden n:
1 1 1 ... 1 1
-1 9 1 1 1
A4 =-1 -1 9 ... 1 1
-1 -1 -1 ... -1 9
se pide:
a) Calcular el determinante de la matriz 4,.
b) Calcular el determinante de la matriz 4s.
c) Calcular el determinante de la matriz A4s.
(19) Dada la matriz:
2 1 —a
M=|2a 1 -a
2 a 1

a) Determina el rango de M segun los valores del parametro a.
b) Determinar para qué valores de a existe la matriz inversa de M. Calcula dicha inversa para a = 2.

(20) Halla una matriz X tal que A" X- 4 = B, siendo:

o) el

(21) Calcula los valores de b para los cuales la matriz A tiene inversa.

2 1 b
A=|b+1 1 b
0 1 -2
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(22) Resuelve la siguiente ecuacion:
X 2x+1 2x+1

2x+1 3x-1 4x |=0
3x—-1 4x 6x—1

(23) Obtén razonadamente:
a) El determinante de una matriz cuadrada B de dos filas, que tiene matriz inversa y verifica la
ecuacion B> = B.
b) El determinante de una matriz cuadrada 4 que tiene tres filas y que verifica la ecuacion:
1 00 0 0 0

A*=9:/0 1 0|=|0 0 O
0 0 1 0 00
Sabiendo que el determinante de 4 es positivo.

(24) Dada la matriz

1 2 1
M={2 1 1
2 2 -1

y se sabe que T es una matriz cuadrada de tres filas y tres columnas cuyo determinante vale V2.
Calcula razonadamente los determinantes de las siguientes matrices, indicando explicitamente las
propiedades utilizadas en su calculo:

aAnT b) M* c) TMPT?

(25) Dadas las matrices

x+2 4 3 v+l 4 3
Ax)=|x+2 6 2|y B(y)=|y+2 6 2
x+3 8 2 y+3 8 1

a) Obtén razonadamente el valor de x para que el determinante de la matriz A(x) sea 6.
b) Calcula razonadamente el determinante de la matriz 2A4(x).
c) Demuestra que la matriz B(y) no tiene matriz inversa para ningun valor real de y.

(26) Se da la matriz

-1 0
A= 0 m 0
2 1 m*-1

donde m es un parametro real.

a) Obtén razonadamente el rango o caracteristica de la matriz 4 en funcién de los valores de m.

b) Explica por qué es invertible la matriz 4 cuando m = 1.

c) Obtén razonadamente la matriz inversa A" de 4 cuando m = 1, indicando los distintos pasos pa-
ra la obtencion de 4'. Comprueba que los productos A4 y A4 dan la matriz identidad.
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(27) Dadas las matrices

-2 0 0 2 1 2
A=1 1 0 y B=|0 -1 5
4 2 =2 0 0 2
calcula razonadamente el valor de los determinantes siguientes escribiendo todos los pasos
utilizados.
a)|4+B| y 4|(4+B)"| o) |(4+B)' 4| y|a™-(a+B)] o |24B47 |y |a'B"|
(28) Dada la matriz
1 2 a-2
A(a)=|4 3 2
a a -6

a) Calcula, en funcidn de a, le determinante de la matriz A(a), escribiendo los calculos necesarios.

b) Determina, razonadamente, los nimeros reales a, para los que el determinante de la matriz in-
H 1
versa A(a) es igual a .

(29) Dadas las matrices cuadradas

3 60 18 48 12 1 00
A=|0 3 2| , B=|0 18 12| e I=|{0 1 0
0 0 1 0 0 o 0 0 1
a) Justifica que la matriz 4 tiene inversa y obtener razonadamente la matriz inversa de 4, incluyen-
do en la respuesta todos los pasos.
b)

Calcula, razonadamente, el determinante de la matriz 3 A'l, incluyendo en la respuesta todos los
pasos realizados.

c) Obtén razonadamente los valores reales x, y, z que verifican la ecuacién:

xI+yAd+zA4"=B.

2 -1
A=
4 2
a) Calcula (4 — I)*(4 — 51) donde | es la matriz identidad.

b) Obtén la matriz traspuesta de la matriz 4.
c) Razona si existe la matriz inversa de 4 y, en su caso, calculala.

(30) Dada la matriz

(31) Tenemos las matrices reales

-1 -1 2 1 00
A= 3 -5 6 I={0 1 Of:
I -1 0 0 0 1

a) Justifica que existe la matriz inversa de 4, calculala y calcula el determinante de A7
b) Calcula el determinante de la matriz B, B= A(A + 4-]).
c) Determina los numeros reales x, y, z, t que cumplen:

Al=xA+yl , A =zA+r¢tl
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Resumen

Se ha considerado un milagro que las Matematicas sean tan utiles para el resto de las Ciencias. Si se
quiere estudiar un fendmeno se construye un modelo matematico que lo explique. Antes del uso de los
ordenadores estos modelos eran casi siempre lineales para hacer posibles los calculos, pues si no lo
eran se simplificaban linealizandolos.

En este capitulo vamos a aprender a resolver sistemas lineales. Lo haremos con sistemas de un nimero
pequeiio de incégnitas, pero podriamos utilizar los mismos procedimientos para resolver, por ejemplo,
sistemas con un millén de ecuaciones y de variables. Ahora, de nuevo, debemos utilizar para ello los
ordenadores.

Imagina que estamos trabajando con la red eléctrica de un pais, o las redes telefdnicas, o las posibles
rutas de una compafia de transportes. Toda simplificacion que hagamos en el modelo puede represen-
tar un buen ahorro en tiempo de computacién.

Una buena idea es sustituir los sistemas por sus coeficientes y trabajar con matrices. Otra buena idea es
simplificar esas matrices consiguiendo que muchos coeficientes sean nulos, que es en lo que va a con-

sistir el método de Gauss. Este método se puede implementar facilmente en un ordenador.
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Sistemas de ecuaciones

1. REPASO: SISTEMAS DE DOS ECUACIONES LINEALES

1.1. Ecuacion lineal de dos incégnitas

Una ecuacidon lineal con dos incdgnitas, es una expresion de la forma
ax + by = ¢, donde x e y son las incégnitas y a, b y ¢ son numeros reales, de
los cuales a a y b se les denomina coeficientes y a ¢ término independiente.

A todo par de numeros (xo, o) que verifique la expresidon anterior se le de-
nomina solucién de la ecuacion.

La representacion grafica de todas las soluciones de dicha expresion serd una
recta.

1.2. Sistema de ecuaciones lineales.

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas es una expresion
del tipo:

ax+by=c
{a'x +b'y=c'
Si representamos la grafica de cada ecuacién, obtendremos dos rectas. El
punto de corte de ambas rectas, si existe, sera la Unica solucidn del sistema.

Actividades resueltas

- . x—y=3
4 Resuelve graficamente el sistema
2x+y=6

Si representamos la grafica de cada ecuacion, obtenemos dos rectas:

)H\
\

v

/]

/

/

/

/
7

Vemos que se cortan en el punto (3,0), que es la solucién del sistema:

(xo’yo)=(3,0):>{xo=3

Yo =

Ya

N

Ya

N\

Un sistema de ecuaciones que tiene una uUnica solucién se denomina Compatible Determinado.
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Sistemas de ecuaciones

x—y=-3
4+ Resuelve graficamente el sistema Y
2x—2y=-6
En este caso obtenemos dos rectas que se superponen:
Y A .
7/
/
/]
N
/7 .
// X
/7

Esto quiere decir que toda solucidon de una ecuacion es también solucién de la otra. El sistema,
en este caso, tiene infinitas soluciones, que son los infinitos puntos de la recta.

Un sistema de ecuaciones con infinitas soluciones se denomina Compatible Indeterminado.

. . {x ~y=-3
4 Resuelve graficamente el sistema

2x -2y =5
En este caso obtenemos dos rectas paralelas:

Y A

//
//
/.
// X
///

/

//
///

Las rectas NO se cortan en ningun punto, por tanto el sistema no tiene solucion.

Un sistema de ecuaciones que no tiene solucidon se denomina Incompatible.
Podemos formar el siguiente esquema para clasificar los sistemas atendiendo al nUmero de soluciones:

Determinado (SCD) (tiene una solucién)

Compatible ) . .
Indeterminado (SCI) (tiene infinitas soluciones)

Sistemas
Incompatible (SI) (no tiene solucion)
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Sistemas de ecuaciones

Actividades propuestas

1. Analiza y resuelve, cuando sea posible, los sistemas siguientes:
2) -x+2y=-3 b x—-2y=-14 c -3x+y=6 q 9y +6x =33
2x—-3y=3 -x+3y=10 x—-y=—7 3y+2x =11

1.3. Expresion matricial de un sistema de ecuaciones lineales
El curso pasado estudiamos tres formas de resolver sistemas de ecuaciones lineales: reduccién, sustitu-
cién e igualacidn. Resolvamos por reduccién un sistema general de la forma
ax+by=c
a,x+b,y=c,
Si multiplicamos la primera ecuacién por a, y la segunda por a;:
ax+by= +a,by =
X TO0Yy =6 a1 X T a0y = a6
a,x+b,y=c, a,a,x+a,b,y = a,c,
Restamos miembro a miembro:

(aZal - alaz)‘x + (aZbl - albz)‘y =a,e, —a;c, > 0 x+ (azbl - albz)'y =d,C — a6

Observamos que si el factor (a,b, — a,b, ) es distinto de cero, podemos despejar y como:

_ @6 a6
B a,b, —a,b,
Operando del mismo modo, podemos hallar x:
_ by, —byc,
a;b, —a,b,

Fijdndonos bien en ambas expresiones, podemos reconocer tanto en el numerador como en el denomi-
nador la forma caracteristica de un determinante, lo que nos lleva al siguiente razonamiento:

ax+by=c

Todo sistema de la forma { se puede expresar mediante el producto de matrices:

a,x+b,y=c,

o 2O

la primera formada por los coeficientes y que se denomina matriz asociada del sistema:

y la matriz de los términos independientes:

Si retomamos las expresiones obtenidas para x e y vemos que necesitamos una tercera matriz:

€
&

Combinando 4 y B se obtiene la matriz ampliada:
s (al b,

a, b,
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Con ellas podemos deducir la solucién del sistema original:

¢ b a ¢

¢, b, a, ¢
X = e y=-—

a, b a, b

a, b, a, b,

Actividades propuestas
2. Escribe en forma matricial y encuentra la matriz ampliada de los sistemas siguientes:

) {—x+2y:—3 b {x—2y=—14 c {—3x+y=6 q {9y+6x:33
2x-3y=3 -x+3y=10 x—y=—71 3y+2x=11
3. Para los sistemas anteriores, calcula el determinante de la matriz 4 que has obtenido y utiliza la
expresion:
¢ b a, G
¢, b, a, 6
X = e y=-
a; b a b
a, b, a, b,

para intentar resolverlos.

4. Para los sistemas anteriores, analiza qué relacion existe entre el valor del determinante de la matriz
A vy la clasificacion como Sistema Compatible o Sistema Incompatible que hiciste en la primera
actividad propuesta.

5. Para los sistemas anteriores, determina el rango de la matriz ampliada que has obtenido y analiza
qué relacion existe entre dicho rango, el de la matriz 4 y la clasificacion como Sistema Compatible
Determinado, Sistema Compatible Indeterminado o Sistema Incompatible.

6. Decide cuales de los siguientes sistemas puede resolverse con esta metodologia matricial:

2 2 2
+2xy=3 x+y=-4 x-y=2 -y =12
a) X Xy = ox b Yy c y d) x“—y
2x+y=3-y x+3y=1 x+y=1 x+y=3
7. Dadas las siguientes matrices 4, B yA*, determina los sistemas lineales asociados:

0 a=(; 3] ve-(3) EEHITEM

. (-1 1 3 . 3 2 -

c)A = d 4 =
2 -1 4 -1 -1 0
8. Escribe en forma matricial y encuentra la matriz ampliada de los sistemas siguientes:

) —x+2y=-3x+y+5 b x—-2y=4+x+y

2x -3y +15=3x+2y 3—x+2y=y—-x
0 12+ x—-4y=3-2x+4y d) 5=3x+3y

T—y+4x=7T+y—x 3=x-y

9. Razona qué valores debe tener el parametro m para que el sistema sea compatible determinado,
compatible indeterminado o incompatible:

. {—x+2y=—3 b {x—2y2—14 0 {mx+y:6 q {9y+6x:33

mx—3y=3 -Xx+y=m x—-y=-7 3y+mx =11
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2. SISTEMAS GENERALES DE ECUACIONES LINEALES

2.1. Definicion de sistema de ecuaciones lineales
En general se denomina sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas a un conjunto de relacio-
nes de la forma:

apx, + apx, + ... + a,x, b,
ay% + axrx, + ... + a,x, = b,
a,x, + an,x, + .. + a,x, = b,

donde x,,x,, --x, son las incognitas, los nimeros a, son los coeficientes de las incognitas y los b; son

los términos independientes.
El conjunto de numeros reales ordenados ¢;, «,, -+, &, sera solucién del sistema si satisface todas las

ecuaciones del mismo.
Independientemente del nimero de incégnitas y ecuaciones, estos sistemas pueden clasificarse del

mismo modo que los de (2 x 2):

_ (Determinac (S.C.D.)
Compatibl )
Indetermirado (S.C.1.)

Incompatite (S.1.)

Sistema

Ejemplos:

+ Flsistema xX+y+z=3
2x—y+z=2
x+2y—-3z=0

Solo tiene una solucién: x =y =z = 1, y es compatible determinado.

+ FElsistema x+y+z=3
2x—y+z=2
x—-2y =-1

Tiene infinitas soluciones; aparte de la anterior: x = y = z = 1, podemos encontrar x = -1,
y=0,z=4,0x=2,y= 3/2, z = =% y muchas mas. Es, por tanto, compatible indeterminado.

+ Flsistema xX+y+z=3
2x—y+z=2
x+y+z=4

No puede tener solucion, ya que la tercera ecuacién se contradice con la primera (no pueden
verificarse simultdneamente). Es, por tanto, un sistema incompatible.

La diferencia fundamental estriba en la interpretacion geométrica de los sistemas. Si una ecuacion li-
neal en x e y es una recta en el plano, al aumentar el nimero de incdgnitas la figura geométrica cambia,
pasando a ser un plano en el espacio de tres dimensiones:

nia-x+b-y+c-z=d
y un hiperplano en dimensiones superiores.
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2.2. Sistemas homogéneos

Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es HOMOGENEO cuando el término independiente de
todas las ecuaciones es igual a cero; es decir, b, =0 Vi:

anx, + apx, + .. + a,x, = 0
AuX, + axpx, + ... + a,x, = 0
Am¥ + a,px, + ... + a,x, = 0

Todo sistema homogéneo es compatible, pues tiene al menos una solucién, x; =0 V i.

Se llama solucidn trivial de un sistema homogéneo a la matriz columna:

X 0
X, | |0
X 0

En general, la solucidn trivial no suele tener interés.

Si el sistema es compatible indeterminado se suele trabajar para dejar el conjunto de soluciones en
forma paramétrica, es decir, haciendo que una (o mas) de las incégnitas se comporte como un pardme-
tro libre y expresando las demas en funcién de ella.

Ejemplo:

4+ Elsistema

x+y+z=0
2x-y+z=0
x—2y =0

Tiene infinitas soluciones; aparte de la trivial: x = y = z = 0, podemos encontrar x = -2, y = -1,
z=3,0x=2,y=1,z=-3y es, como antes, indeterminado.

Para expresar el conjunto de soluciones en forma paramétrica, elegimos la incognita que se
pueda despejar mas facilmente, en este caso x. Simplemente sumando miembro a miembro las
dos primeras ecuaciones:

x+y+z=0 x+y+z=0
2x—y+Z=OW) 3x +2z=0
x—2y =0 x—2y =0

y podemos despejar y y z en funcién de x:

=1.

Y=3

x=t
X i 1
5 obien § y=3-¢
Z——E'X
z
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2.3. Sistemas equivalentes

Dos sistemas con el mismo nimero de incégnitas, aunque no tengan el mismo niumero de ecuaciones,
se dice que son equivalentes si tienen las mismas soluciones, es decir, toda solucién del primero es
solucién del segundo, y viceversa.

Ejemplo:
<+ Los sistemas
xX+y+z=3 3x+3y—-2z=4
2x—-y+z=2 y x—y—-3z=-3
x+2y-3z=0 x+4y—-3z=2

Tiene ambos la misma solucién: x =y =z =1.

Para pasar de un sistema a otro equivalente, se pueden usar las siguientes Transformaciones de Gauss:
a) Cambiar el orden de las ecuaciones del sistema.
b) Multiplicar los dos miembros de una ecuacion por un mismo numero distinto de cero.
¢) Suprimir una ecuacion del sistema que sea combinacion lineal de las demds.

d) Sustituir una ecuacion por la suma de ella mds otra ecuacion multiplicada por un numero real
cualquiera.

e) Sustituir una ecuacion por una combinacion lineal de ella y de las restantes, siempre que el coefi-
ciente de la ecuacion sustituida, en la combinacion lineal, sea distinto de cero.

Esta ultima transformacién se conoce como Teorema Fundamental de equivalencia de sistemas.

Ejemplo:
4+ Transformemos el sistema
xX+y+z=3 xX+y+z=3 x+y+z=3
2x—y+z=2W x+2y-3z=0—F=z7—>¢ y—4z=-3
x+2y-3z=0 2x—y+z=2 FBohAh y+z=4
Actividades propuestas
10. Determina si los sistemas siguientes son equivalentes o no:
x+y=-2 -x+3y—-z=1 x—9y+5z=-3
x+2y=-3
a) gy —3y=1 y <x+3y=-4 b) 3x—y+4z=6 vy x+3y—-z=3
X — =
d 2x—y=-1 2x+2y+3z=7 X—y+z=2
11. Determina el valor de m para que los sistemas siguientes sean equivalentes:
x+2y—z=3 x—y+z=1
2x—y=3 x+y=0 4 4
a) by s x—-y+z=1 vy X—y—z=m
-x+my=1 x—2y=3
2x+2y-3z=1 - X+y+2z=2
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3. RESOLUCION DE SISTEMAS:

3.1. Método de Gauss o de eliminaciones sucesivas:

Este método consiste en sustituir el sistema dado por otro equivalente, aplicando las transformaciones
de Gauss, hasta conseguir un sistema escalonado.
Sistema escalonado: es aquél en el que cada ecuacidn tiene una incégnita menos que la anterior.

Dicho de otro modo, se trata de ir anulando coeficientes de las incdgnitas hasta que sea posible organi-
zarlos en una matriz triangular. Asi, por ejemplo, si partiendo del sistema:

_ ' ' ' o
Ay X; + A1y Xy + AppXy =Dy Ay X; + A1y Xy +agaXs = by
_ . . ’ ' g
Ay X, +AypX, +a,X, =b, llegamos al sistema: A5 X, + ApXy = b,
_ ! _ !
Ay X; + gy X, + A5 = by Az X3 = by

para resolverlo no tendriamos mas que ir sustituyendo el valor de la variable obtenida en una ecuacion
en la ecuacién anterior, y asi sucesivamente.

Este método no se limita a la resolucion de sistemas. Segun las ecuaciones que obtengamos, nos permi-
te saber si el sistema tiene o no solucién y cuantas tiene.

Actividades resueltas
% Analicemos el sistema

x—-y-2z=-1 x-y-2z=-1 x-y-2z=-1
2x -3y +4z=4—L25 50 1 4182=6 -y+8z=06
Bx—y+3z=16—5"5 5 | 4y+13z =215 45z = 45

El ultimo sistema, como se ve, es escalonado. De la Ultima ecuacion obtenemos que z = 1, y sus-
tituyendo sucesivamente en la segunda y en la primera obtenemos y = 2, x = 3. Se trata de un
sistema compatible determinado (SCD).

4+ Analicemos el sistema

x—y+3z=4 x—y+3z=4 x—y+3z=4
2x— y— z= 628 50y Tz=22 y—Tz=-2
3x—2y+22=10E3;3El> y—7z=—2&> 0=0

En este caso, después de realizar las transformaciones de Gauss, resulta un sistema con dos
ecuaciones y tres incdgnitas, un sistema compatible indeterminado (SCl).

Se trata de un sistema uniparamétrico, donde una de las incdgnitas hace de pardmetro y puede
tomar cualquier valor. Las otras incdgnitas tomaran valores dependiendo del valor que le demos
al parametro. Las soluciones se presentan de la forma:

z=k
x=2+4z
—><x=2+4k
y=—-2+1z
y=—2+Tk

(También podriamos haber observado que la tercera ecuacion es suma de las otras dos)
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Sistemas de ecuaciones

+ Analicemos el sistema

x—y+z=3 xX—y+z=3 x—y+z=3
2x—y+3z=6 —224 y+z=0 y+z=0
4x -2y +6z=9—L0 5| 2y 427=-3 L2y 0=-3

Como se ve la ultima ecuacién es imposible, por tanto el sistema no tiene solucion, es un siste-
ma incompatible (SI).

(También podriamos haber observado que los coeficientes de la tercera ecuacién son el doble de
los de la segunda, pero el término independiente no esta duplicado, lo que genera un absurdo).

Se ha obtenido en cada uno de los tres casos un sistema escalonado, pero de distinto tipo:

e En el caso A, tenemos tantas ecuaciones como incégnitas, y la ultima ecuacién tiene solucion. Se
trata pues de un sistema compatible determinado (SCD), que tendra una Unica solucién.

e En el segundo caso, sistema B, tenemos mds incdgnitas que ecuaciones. Se trata de un sistema
compatible indeterminado (SCl) y tendra infinitas soluciones. En este caso, las soluciones vienen da-
das en funcién de un solo pardmetro, aunque puede haber sistemas con mas de un pardmetro.

e En el tercer caso, sistema C, la ultima ecuacidn es imposible, por tanto el sistema no tiene solucion.
Se trata de un sistema incompatible (SI).

Para discutir el sistema tendremos en cuenta la forma de la Ultima ecuacién transformada. Si partimos
de un sistema de n ecuaciones con n incégnitas obtendremos:
a,x, +a,x, +...+a, x, =b

’ ’ ot
AyX, +...+a,,x, =b,

i N
ann'xn - bn
A la hora de despejar x,, tenemos tres situaciones diferentes:
!
' . _b
a, #0; =X, ="

a, x, =b —>3a, =b =0, =0-x,=0
a, =0,b #0,=0-x, =b]

e La primera es trivial y no merece mas explicacidn, el sistema puede resolverse.

e En la segunda vemos que cualquier valor de x, satisface la ecuacién. Por tanto hay infinitas solu-
ciones y el sistema es indeterminado.

e Vemos que la ultima es claramente imposible (ningun valor multiplicado por cero puede dar un
resultado diferente de cero) y el sistema es incompatible.

Por tanto, el andlisis de la ultima ecuacidn queda:
a #0; SCD
a x, =b —<a =b =0; SCI
a =0,b #0; Sl
Esto es precisamente lo que vimos en los tres ejemplos anteriores y que nos daban lugar a los tres tipos
de sistemas.
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Sistemas de ecuaciones

Para el caso en el que el nimero de ecuaciones no coincida con el nimero de incégnitas podemos en-
contrar diferentes situaciones:

1. El nimero de incégnitas es menor que el de ecuaciones. Sea el sistema general:

ayx, + apx, + ... + a,x, b,
auXx, + axpx, + ... + a,x, b,
a,x, + a,x, + .. + a,x, = b,

con n < m. Aplicaremos el método de Gauss a las m ecuaciones, intentando obtener (m — n) ecua-
ciones de la forma 0 = 0, aunque no siempre se conseguira:

i ' ' _ '
ayx, + a,x, + ... + a,x, = b
' i _ '

aypX, + ... + a,x, = Db,

' _ '

aknxn - bn

0 = 0

_ '

0 = b

Entonces:

¢ Sidespués de la ecuacién a,,x, =b,, con a,, #0, el resto son ecuaciones de la forma 0 =0, el
sistema es compatible determinado.

¢ Siantes de la n—ésima ecuacién aparecen las igualdades 0 = 0 (a,,x, =b, = a,, =b, =0), el
sistema es compatible indeterminado.

¢ Sialgunaigualdad es de la forma 0=, , el sistema es incompatible.

2. El nimero de incégnitas es mayor que el de ecuaciones. En este caso el sistema nunca sera compati-
ble determinado. A priori, se tratara de sistemas compatibles indeterminados, pero si alguna ecua-
cién es contradictoria con otra el sistema serd (obviamente) incompatible. Si estas ecuaciones inco-
herentes estan muy separadas en el sistema, seran dificiles de encontrar, lo que hace que el Méto-
do de Gauss no sea la mejor opcion.

Actividades propuestas
12. Analiza y resuelve mediante el método de Gauss los sistemas siguientes:

—Xx+2y-5z=-3 x—-2y+3z=-14 -x+3y—-z=-6
a) 2x—3y+z=3 b) { —x+3y—-z=10 C)s Ix—y+4z=7
—-5x+2y-5z=-4 2x—y+6z=-22 2x+2y+3z=-9
2x—y+z=3 x+y+3z=3
x—9y+5z=33
—x+3y+3z=2 x+3y+2z=0
d) { x+3y—-z=-9 e)
x—3y+4z=5 2x+3y+z=-1
xX—y+z=5
—-2x-3y-3z=-5 x—-3y—-3z=5
) xX+y+3z=3 h) x+y+3z=3 N w—x+y+z=5
x—y+z=1 2x+2y+6z=1 wH+x—y—z=3
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Sistemas de ecuaciones

4. EXPRESION MATRICIAL DE UN SISTEMA DE ECUACIONES

Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas:

@yoey g S R G = D)

AnXy  t dyx, . thasx = b,

Am¥ T % Lo g o x = b

podemos expresarlo como producto de matrices, 4-X = B, de esta forma:
apy 4 o G, | [ % b,
n Ay 0 Ay || X2 b,
aml am2 amn ‘xn bm

Esta igualdad se denomina expresiéon matricial de un sistema.

A recibe el nombre de matriz de coeficientes o matriz del sistema:

ap  dp a,
A= ay Ay a,,
aml amZ amn

dyy  dp a, | b
A = y Ay a,, | b,
aml amZ amn bm
Actividad resuelta
o ) 6x+my=15
% Plantea matricialmente el sistema
3x+2my=8
) . 6 m X 15
Simplemente escribimos: 4A- X =B = . =
3 2m 8
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Sistemas de ecuaciones

4+ Plantea el sistema cuyas matrices de coeficientes y de sus términos independientes son:

Como A y B son matrices de dimensiones (2 x 2) y (2 X 1), la matriz de incégnitas debe ser:

)

Planteamos la ecuacidon matricial A-X = B.
a -2 X 4
A-X=B= . =
a a-1)\y 4
a -2 (x) (4 . a-x+(=2)-y ) (4
a a-1)\y 4 a-x+(a-1)-y |4

e igualamos los términos de las matrices para obtener el siguiente sistema:

operamos:

ax— 2y=4
A-X=B=
ax+(a-1)y=4

4.1. Resolucion de sistemas mediante la matriz inversa:

La expresidn matricial de un sistema de ecuaciones lineales nos ofrece otro mecanismo de resolucion
del sistema a partir de la matriz inversa de la matriz de los coeficientes.

Si la matriz 4 tiene matriz inversa, es decir, si se cumple que:

e m =n: el sistema tiene que tener tantas ecuaciones como incégnitas, es decir, la matriz de los co-
eficientes debe ser cuadrada.

° |A| # 0: el determinante de la matriz de los coeficientes debe ser distinto de cero, para que la ma-
triz tenga inversa.

Podemos escribir:
A-X=B=A4-X=A"'B=1-X=A'B= X=A4"B

Actividad resuelta
4 Resuelve mediante la matriz inversa el sistema
6x+y=15
{Zx +2y=38
Escribimos el sistema en forma matricial:

6 1) («x 15
A-X=B= . =
2 2)\y 8
Calculando el determinante de 4 vemos que vale |4| = 10, por tanto podemos hallar la inversa:
A71 :( % _%OJ
% %

Y multiplicamos por A7 por la izquierda:
X - 15 X 1
v) \-% % )\8 v) \%
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Sistemas de ecuaciones

4.2. Teorema de Rouche-Frobenius:

Si recapitulamos todo lo aprendido, en concreto las situaciones que fuimos viendo acerca de cuando un
sistema es compatible determinado, obtenemos la condicidon necesaria para que el sistema tenga una
Unica solucioén.

Consideremos un sistema de m ecuaciones lineales con » incognitas:

a,x, + apx, + .. + a,x, = b
AyX, + apXx, + ... + a,x, = b,
ax, + a,,x, + .. + a,x, = b,

para el que las matrices de coeficientes y ampliada son, respectivamente:

a a a, | b

a,, a, a, 1 12 1w | O
Y| G A= Ay dp v Ay, | by
aml amZ amn aml amZ amn bm

El teorema de Rouché-Frobenius dice: "La condicidon necesaria y suficiente para que un sistema de m
ecuaciones y n incognitas sea compatible (tenga solucion) es que el rango de la matriz de los coeficien-
tes sea igual al rango de la matriz ampliada".

Si estudiamos los rangos de las matrices nos podemos encontrar con las siguientes situaciones:

rg(4)=n SCD

rg(4)= rg(A*): Sist. Compatible — {rg(A) . sCl

rg(4)< rg(A*):> Sist. Incompatible

Aplicacidn a Sistemas Homogéneos:

Un sistema homogéneo tendra siempre solucion, ya que el rango de 4 siempre coincide con el de A%
pues la ultima columna de la matriz ampliada son ceros. La solucién sera unica (la trivial) si el rango de
A es igual al nimero de incégnitas, y tendra infinitas soluciones si el rango de 4 es menor que el nime-
ro de incégnitas.

a;; 4y a, |0
A = dy Ay a,,| 0
aml am2 e amn 0

Un sistema homogéneo es siempre COMPATIBLE.

En el caso particular n = m, un sistema homogéneo tendra sdlo la solucidn trivial si el determinante de
la matriz de los coeficientes es distinto de cero.
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4.3. Método de Gauss y expresidon matricial

Utilizando las matrices asociada y ampliada podemos simplificar el método de Gauss visto antes. Bas-
tard con partir de la matriz ampliada e ir escalonandola mediante transformaciones elementales:

Ejemplo:
x—-2y+z=3 1 -2 113 1 -2 1|3 1 -2 113
—X+y-2z=1=|-1 1 -2|1|—25,5|0 -1 -1 4 0 -1 114
2x -3y +z=2 2 -3 1|2)—-&285l0 1 -1]-4)—L 50 0 -2{0

En este sistema la Ultima ecuacidn, que corresponde a la ultima fila de la matriz, es
-2z=0=2z=0
Por tanto el sistema tiene solucién unica:
x—2y+z=3 x=-5
—x+y-2z=1= y=-4
2x-3y+z=2 z=0

Curiosidad:

Aunque este método se denomina de Gauss, hay evidencias de que se conocia en la antigua China en el
siglo 11l antes de Cristo (desde donde llegé a Babilonia, Grecia, India,...) y fue Isaac Newton el primero en
desarrollarlo en su forma moderna. Pese a que no quiso publicarlo, durante el siglo XVIIl muchos libros
de matematicas lo denominaban Método de Newton. Otros matematicos como Leonhard Euler no lo
recomendaban o bien, como ocurria con Henri Lebesgue, lo tenian como “ordinario”. Para el propio
Gauss, simplemente era un método “muy conocido” y lo utilizé para resolver varios problemas pero,
precisamente por ser tan conocido, sin dar muchos detalles de haberlo usado.

El nombre actual le llega después de la Segunda Guerra Mundial, sin que esté muy claro el motivo,
cuando ya estaba emparejado al uso de matrices.

El método de Gauss también nos permite discutir los sistemas en funcion de los distintos valores que
tome un pardmetro determinado ya que, como vimos, es un método para determinar rangos.

Ejemplo:
x+y+az=1 1 1 a|l 1 1 a 1 1 1 a 1
x+ay+z=1=|1 a 11|—LLH5]10 a-1 1-a| O 0 a-1 l-a 0

ax+y+z=1 a 1 11)—E5(0 1-a 1-a°|1-a)—22 50 0 2-a-d*|l-a

De la Ultima ecuacién (2—a—a®)z =1—a deducimos los valores del parametro a que nos pueden

hacer que el sistema tenga o no solucién, y en el caso de que tenga solucidon de que sea o no una
Unica soluciodn.

Como vimos en la seccion 3.1, tendremos que determinar los valores de a que hacen nulo al ultimo
coeficiente y si esos valores coinciden o no con el valor que anula el término independiente.
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4.4. Analisis de un sistema por el método de Gauss

Analicemos de forma genérica un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas en forma matricial.
Comentabamos antes que estamos intentando convertir el sistema:

Ay Xy + Ay X, + Xy = by

A Xy + Ay X, +AyX5 = b,

A Xy + Ay Xy + AgXy = by
en el sistema equivalente:

ayX; +agpXx, +a;x, = b

ApX, +ayX; = b,

' A
Az X5 = by

Para un sistema genérico en forma matricial, se trata de convertir la matriz ampliada en:

a;  ap coay, | b a, ay, - a,|b

! ! !

* Ay Ay -+ Ay, | D, * 0 ay - ay|b
A = . " —— A4 = . !

1 1A

aml am2 e amn bm 0 O e amn bm

ay, ap oa,|b Ay A o Ay Gy ctay, | by

* Ay Ay 0 dy,| by * 0 ay - Gy Gy, ay, )
A = — A4 = .

’ ' ' '

aml am2 e amn bm 0 0 o amk am k1T amn bm

Antes explicamos que esta situacion con mds incégnitas que ecuaciones era el punto flaco del método,
asi que vamos a centrarnos en el caso m > n. Para discutir el sistema analizamos la ultima ecuacioén. En
este caso, analizamos la ultima fila, y llegamos a dos situaciones diferentes:

% Caso 1:
Ay a, | by
A" = 0 az k. con a' #0
o 0 - a |b

Observamos que los rangos de las matrices 4 y A* son iguales, e iguales al nimero de ecuacio-
nes y todo dependera del nimero de incégnitas.

+ Caso 2:
ap  dp ay, | by
I PR,
0 O 01|b)
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Observamos que los rangos de las matrices 4 y A* no coinciden.

Recuperemos el ejemplo anterior:

Ejemplo:
x+y+az=1 1 1 all 1 1 a 1
x+ay+z=1=|1 a 1l|1|>---—>|0 a-1 l-a 0
ax+y+z=1 a 1 1)1 0 0 2-a-ad*|l-a

Analizamos el ultimo término, que corresponde a la ecuacién (2—a—a”)z=1-a, y deducimos

los valores del parametro a que nos pueden dar una solucién vélida. Como vimos, todo depende

de cudndo ese coeficiente es nulo, por tanto:
) a=1
2—-a—a°"=0=
a=-2
Con lo que deducimos:

o Sia#ly a#-2 el sistema es compatible determinado (SCD), ya que el coeficiente de z es

distinto de cero, y podemos despejar:
l-a l-a 1

"2 a-a® (-a)(a+2) a+2
(podemos simplificar porque a #1)

z

de donde, mirando la segunda ecuacién transformada:
1

a+?2

(a—l)-y+(1—a)-z=0:y=z:>y:
y, finalmente, llegando a la primera:

1 _a ~a+2-1-a 1
a+2 a+?2 a+?2 a+?2

x+y+az=l=>x=1-y—az=>x=1-

Es decir:
1

a+2
En la mayoria de los ejercicios y problemas que resolveremos no sera necesario hallar las ex-
presiones de x, y y z en funcidn de los parametros. Habitualmente nos plantearan el problema
de discutir en funcién del parametro y resolver para valor (o valores) concreto/s del mismo.

x:y:Z:

e Si a=1, laultima ecuacidon es de la forma 0 = 0 (en este caso también la segunda ecuacion)
por lo que el sistema tiene infinitas soluciones.

En este caso se trata de un sistema biparamétrico, dos de las incognitas hacen de parametros y

la tercera toma valores en funcidn de ellas (es un Sistema Compatible Indeterminado):
x+y+az=1 x+y+z=1 x=teR
xtay+tz=l—og>ix+y+z=1lx+y+z=1=z=1-x-y=>{y=ueR
ax+y+z=1 x+y+z=1 z=1-t-u

e Si a=-2,laultima ecuacidon queda 0 = 3, situacidon que es imposible y el sistema no tiene so-
lucidn (es un Sistema Incompatible).
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4.5. Regla de Cramer

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es un sistema de Cramer si el nimero de ecuaciones es
igual al numero de incégnitas y ademas el determinante formado por los coeficientes de las incégnitas
es distinto de cero.

Ejemplos:
x—y=4 1 -1
=
-x+y=2 |-1 1
x—y=4 1 -1
=
2x+y=2 2 1

=1-1=0 NO essistema de Cramer

=14+2=3%0 Siessistema de Cramer.

La Regla de Cramer dice que: "un sistema de n ecuaciones con n incégnitas, en el cual el determinante
de la matriz de los coeficientes es distinto de cero, admite una solucién y sélo una, es decir, es un sis-
tema compatible determinado".

Vamos a ver como se calcula esta solucion por el método de Cramer: Consideremos un sistema de n
ecuaciones y n incognitas:

apx, + apx, + ... + a,x, = b
AyX, + apx, + ... + a,x, = Db,
aq,x, + a,,x, + .. + a,x, = Db,

La expresidon matricial del sistema es:

A Gt 4y, |4 b,
Ayn Gy 0 Gy || X2 | b,
anl anZ ann xn bn

Al ser un sistema de Cramer, el determinante de la matriz de los coeficientes es distinto de cero y por
tanto admite inversa, 4. Multiplicando los dos miembros de la ecuacién por la inversa de 4, tenemos:

AX=B—>A*4X=A*B=>IX=A"B=X=A4"'B

Es decir:

X1 Ay Ay o Au (b

X, :i_ 4, Ay - A, . b,

| 4]

X, 4, A4, - A4,)\b,

Operando las matrices e igualando los términos correspondientes tenemos:
_ b Ay +b, Ay +--+b, A, b4, +b,A4), +---+D, A,
n 4] e 4]

hasta llegar a la ultima incognita:
_ blAln + b2A2n +e-t bnArm

n
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Observamos que los numeradores de estas fracciones son los desarrollos de ciertos determinantes por
los elementos de una linea, con lo cual tenemos:

by a, - a, a, b - a, ;. dp b,
by a, - a,, ay by - a,, ay Ay b,
bn anZ ann anl bn ann anl anZ bn
X, = X, = . X, =
| 4] Al A

En cada una de las fracciones el determinante del numerador es el determinante de la matriz de los
coeficientes de las incognitas cambiando, en cada caso, la columna correspondiente a la incognita X;
por los términos independientes. El denominador en todos los casos es el determinante de la matriz de
los coeficientes.

Podemos simplificar esas expresiones si representamos por Ay, Ay,... A, los determinantes de los nume-
radores:

La solucién de un sistema de Cramer puede calcularse como:
Ai
X, =—
| 4]
siendo A; el determinante que resulta de sustituir la columna de la incdgnita i—ésima por la matriz de
términos independientes:

ap b, ay,
a b a
21 2 2
A, = . "
a, .. b, .. a,

Esta nomenclatura genérica queda mas clara cuando tenemos los sistemas con las incégnitas habituales

(x, vy 2,..0):
ax+a,y+asz=>b

Ay X+a,Y+ayuz=Dh,
Ay X +agY +agz = by

En este caso, las soluciones quedan asi:

_ Ax _ A}’ _ Az
X = ’ y_ ’ z=
| 4] | 4] | 4]
siendo:
b, a, aj a, by ay a, a, b
A, =\b, ay, ay| Ay: ay by, ay| . A =|a, ay b,
by azp Ay a; by ag a; a4y, by
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Actividades resueltas

+ Expresa en forma matricial los siguientes sistemas y comprueba que son sistemas de Cramer.

Ara3 . y+2z=-3
a) {; x: )_);_ b)y 2x+y =3
s x+3y—4z=3

Resuélvelos utilizando la regla de Cramer.

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

-4x+3y=-5 -4 3 X -5
=A4-X=B= . =
3x—4y=2 3 —-4)\y 2

La matriz de los coeficientes y la matriz ampliada quedan:

—4 3 . (-4 3 -5
A= A =
(3 —4} (3 -4 2)

Veamos si es un sistema de Cramer:

|A|:_34 3 =16-9 =7+ 0= es un sistema de Cramer
Lo resolvemos aplicando la regla de Cramer:
-5 3 -4 -5
e 2 —4‘:20—6:g:2 y—‘ 3 2‘:—8+15:Z:1
7 7 7 7 7 7
La soluciénes: {x=2; y =1}
(b) Escribimos el sistema en forma matricial:
y+2z=-3 01 2 X -3
2x+y =3 >A4-X=B=|2 1 0 |-|y|=| 3
x+3y—-4z=3 1 3 -4)\z 3
Veamos si es un sistema de Cramer:
01 2
|A|= 2 1 0|=12-(2-8)=12—(~6)=12+6=18 # 0 = Es un sistema de Cramer
1 3 -4
Aplicamos la regla de Cramer:
-3 1 2 0 -3 2 0 1 -3
A,={3 1 0|=36 , A =12 3 0|=-18 , A, =2 1 3 |=-18
3 3 -4 1 3 -4 1 3 3
Finalmente:
(%, -8 18
18 18 18

Es decir, la soluciéon del sistema queda:
x=2,y=-1,z=-1}

29 de Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 3: Sistemas
LibrosMareaVerde.tk
www.apuntesmareaverde.org.es

Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés
Revisor: Eduardo Cuchillo




Sistemas de ecuaciones

Planteamiento de problemas

En este tema es fundamental saber plantear un problema a partir de un enunciado de texto. La clave
para ello es saber LEER y TRADUCIR adecuadamente toda la informacion que se da en un problema, ESCRI-
BIENDO correctamente lo que estamos leyendo. Nunca se escribe demasiado y nunca un problema esta
demasiado explicado a la hora de intentar resolverlo.

Ejemplo:
Una determinada empresa hace una prueba de seleccion que consiste en un test de 90 pregun-
tas. Por cada acierto dan 6 puntos, por cada fallo quitan 2,5 puntos y por cada pregunta no
contestada quitan 1,5 puntos. Para aprobar hay que obtener por lo menos 210 puntos. ¢ Cudn-
tas preguntas hay que contestar correctamente para obtener los 210 puntos y que el nimero
de aciertos mds el de preguntas no contestadas sea igual al doble del nimero de fallos?

Empezamos definiendo (y lo escribimos claramente):
X = n?2 de preguntas contestadas correctamente
y = n2 de preguntas contestadas erroneamente
z =n?2 de preguntas no contestadas

A continuacién, vamos troceando el problema:
e Eltest consta de 90 preguntas, por tanto deducimos que: x + y+ z = 90
e Por cada acierto dan 6 puntos, por cada fallo quitan 2,5 puntos y por cada pregunta no con-
testada quitan 1,5 puntos:
6-x—25-y-15-2=210
e Para que el nimero de aciertos mas el de preguntas no contestadas sea igual al doble del
numero de fallos:
X+z=2y=>x-2y+z=0
Planteamos el sistema:
x+y+z=90
6x—-25y-15z=210
x—2y+z=0
y, desde este momento, sdlo tenemos que aplicar lo aprendido en el tema:

e Planteamos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada.
e Comprobamos si es un sistema de Cramer (que el determinante del sistema no sea nulo)
e Resolvemos con el método de Cramer.

Actividad propuesta

13. Resuelve el sistema anterior y comprueba que el aspirante debera contestar 50 preguntas
correctamente, 30 erroneamente y dejar 10 preguntas sin contestar para alcanzar los 210 puntos.
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Sistemas de ecuaciones

CURIOSIDADES. REVISTA Algunas biografias
¢ D

Gabriel Cramer

Gabriel Cramer nacié en Ginebra el 31 de julio de
1704 y murié el 4 de enero de 1752.

Mostré gran precocidad en matemadtica, a los 18
afios se doctord con una tesis sobre la teoria del
sonido, y a los 20 afios era profesor adjunto de ma-
tematicas.

Fue profesor de matematica de la Universidad suiza
de Ginebra durante el periodo 1724-27. En 1750
ocupd la catedra de filosofia en dicha universidad.

En 1731 presentd ante la Academia de las Ciencias Gabriel Cramer (1704-1752).
de Paris, una memoria sobre las multiples causas de
la_inclinacidon de las orbitas de los planetas

f Visitd varios paises para conocer y trabajar con matematicos de su época: Euler, Johann Bernoh
lli, Daniel Bernoulli, Halley, de Moivre, Stirling, y otros matemadticos. Sus conversaciones y poste-
rior correspondencia son de gran interés.

La Regla de Cramer es un teorema en dalgebra lineal, que da la solucién de un sistema lineal de
ecuaciones en términos de determinantes. Recibe este nombre en honor a Gabriel Cramer, que
publicd la regla en su Introduction a I'analyse des lignes courbes algébriques de 1750, obra en la
qgue desarrolla la teoria de las curvas algebraicas segun los principios newtonianos. Aunque Co-
lin Maclaurin también publicé el método en su Treatise of Geometry de 1748 (y probablemente
\ sabia del método desde 1729). Los determinantes ya habian sido usados por Leibniz.

Eugene Rouché

Eugéne Rouché (1832-1910) nacié en Sommieres, al sur de Francia, el 18 de agosto de 1832 y murid
en Lunel en 1910. Era hijo de un terrateniente. Estudié en la “Ecole Polytechnique” donde consiguid el
doctorado en ciencias. Fue un famoso matematico francés, profesor en el “Lycée Charlemagne” y en
el Conservatorio de Artes y Oficios de Paris. En 1873 fue nombrado presidente de la Societé
Mathematique de Francia y mas tarde, en 1896, fue elegido miembro de la Academia de Ciencias
francesa. Es conocido por ser el autor del Teorema de Rouché sobre analisis complejo y coautor del
resultado conocido en los paises de habla hispana como Teorema de Rouché—Frobenius. Se conoce
poco de su vida, pero se sabe que escribid varios articulos publicados en prestigiosas revistas, ademas
de libros de texto y obras didacticas como: Traité de géométrie élémentaire (1874), Eléments de
Statique Graphique (1889), Coupe des pierres: précédée des principes du trait de stéréotomie (1893),
Analyse infinitésimale a l'usage des ingénieurs (1900-02). Uno de esos articulos es el que publicé en
“Journal of the Ecole Polytchnique” en 1862, donde aparece su célebre teorema sin demostrar. Por
tanto fue el primero en enunciarlo, aunque otros autores, como Georges Fontené también enuncid
este teorema v reivindico su autoria.
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Sistemas de ecuaciones

Ferdinand Georg Frobenius

Ferdinand Georg Frobenius, hijo de un pastor
protestante, nacid en el lujoso barrio berlinés de
Charlottemburg el 26 de octubre de 1849 y murié
en Berlin el 3 de agosto 1917.

Tras graduarse en el Joachimsthal Gymnasium, en
1867 fue a la Universidad de Gottingen. Siguid sus
estudios en la Universidad Humboldt de Berlin,
donde obtuvo su doctorado con una tesis sobre la
solucion de las ecuaciones diferenciales bajo la
direccion de Karl Weierstrass.

Fue profesor en distintos sitios: Berlin, Zirich...

Matematico alemdn reconocido por sus aporta-
ciones tanto a la teoria de las ecuaciones diferen-
ciales como a la teoria de grupos, asi como al teo-
rema planteado por Eugéne Rouché que conoces
con el nombre de teorema de Rouché-Frobenius.

"#"'.. 3 : I %mlwv'

) T

F.G. FROBENIUS

‘4"\
/
En 1905, Frobenius discrepd tanto del teorema enunciado por Rouché como del enunciado

y demostrado por Fontené y propuso una demostracion alternativa.

(<)

Otras obras suyas en el campo del dlgebra han contribuido a establecer la llamada ley de
reciprocidad de Frobenius y los grupos de Frobenius. Estos trabajos se encuadran princi-
palmente en la teoria algebraica de los grupos finitos y la sistematizacion del algebra me-
diante procedimientos de légica matematica y axiomatica.

y,
El nombre de teorema de Rouché — Frobenius se
debe al matematico espaiiol Julio Rey Pastor.
/ Cuadrados magicos \ / \
8 1 o Se pueden usar sistemas de 17|24 C_D 8115
ecuaciones para confeccionar 2315 [ 7 114]16
3 cuadrados magicos. 44—
416 153|202
9 En un cuadro de Durero y en la
Sagrada Familia de Barcelona 1219|213
tienes un cuadrado madgico. '
& 11|18(25| 2] 9

-
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Sistemas de ecuaciones

Ejemplos
Se denomina sistema de m ecuaciones lineales
con n incégnitas al conjunto de relaciones:
xX+y+z=3
Sistema de agx;, + apx, + + a,x, b, y
_ 2x—y+z=2
ecuaciones lineales| | 9a*1 t dn¥, toayx, = b
: : : x+2y—-3z=0
amlxl + am2x2 + + amnxn = bm
: ., |Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es x+y+z=0
Sistema homogé- . L .
homogéneo cuando el término independiente de 2x—y+2z=0
neo todas las ecuaciones es igual a cero. x+2y-32=0
Dos sistemas con el mismo numero de incégnitas, x+2y=5
. aungue no tengan el mismo numero de ecuacio- x+y=3
Sistemas . . o y12x—2y=-2
] nes, se dice que son equivalentes si tienen las 2x—y=0
equivalentes | ismas soluciones, es decir, toda solucién del pri- 3x-y=1
mero es solucién del segundo, y viceversa. Verificanx=1;y =2
Todo sistema puede expresarse como producto 6x+y=15
de matricesen laforma A4 X =B: , 3x+2y=8
.z . . a a a X
Expresion matricial 1 12 In 1 1
de un sistema Qa1 Az g || X2 | _| D2 A-X=B=
6 1) (x 15
aml amZ amn 'xn bm 3 2 y 8

Resolucion por

A-X=B=A'4-X=A'B=I-X=A"'B= X =A4"B

inversa
El teorema de Rouché-Frébenius dice: "La condi-
cién necesaria y suficiente para que un sistema de . rg(4)=n SCD
Teorema de : ysuriciente para d : rg(4)=rg(4")= o)
L . m ecuaciones y n incégnitas sea compatible (tenga rg(A)< n SCI
Rouche-Frébenius | | ,.isn) es que el rango de la matriz de los coefi- rg(4) < rg(4") = S.1.
cientes sea igual al rango de la matriz ampliada".
La solucién de un sistema puede calcularse como: (6 1} (xj (13} y ‘6 1‘
A 1y~ -
x, =l Si|4]%0 2.2)\y) \®6 2 2
4] 13 1 6 13
Regla de Cramer | . o A = A =
Siendo A; el determinante que resulta de sustituir * e 2" 12 6
la columna de la incdgnita i—ésima por la matriz 20 10
de términos independientes. *=10" 2 y= 0 1
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Sistemas de ecuaciones

EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

1. — Resuelve los siguientes sistemas aplicando el método de eliminacion o de Gauss:

—-x+2y-5z=-3 x—2y+3z=-14 - x+3y—z=-6 x—9y+5z=33
a) 2x-3y+z=3 b) { —x+3y—-z=10 ¢)< 3x—y+4z=7 d){x+3y—z=-9
—-5x+2y—-5z=-4 2x—y+6z=-22 2x+6y—-z=-9 X—y+z=5
2. —Dados los sistemas:
—4x+3y=-5 2x—y=-4y y+2z=-3
{3x—4y=2 b) {5+2y:3x oy axty =3
x+3y—-4z=3

a) Exprésalos en forma matricial y comprueba que son sistemas de Cramer.
b) Resuélvelos utilizando la matriz inversa y aplicando la regla de Cramer.

3. — Discute y resuelve, cuando sea posible, los siguientes sistemas:

2 3 4x—6y=-6 W-ly=-2
) {gxf;yy;g_ °) {:2;3;;:3 o) |x-br=0
6x+4y=3
4. — Resuelve los siguientes sistemas aplicando, si es posible, la Regla de Cramer:
—-x—2y+3z=6 2x—-3y+z=-29 x+y+z=1 3x+2y+z=1
a)43x—4y+2z=7 b)q 3x+y-5z=21 c) 12x+3y—-4z=9 d)<5x+3y+4z=2
dx+y—-z=-1 —-x+2y—-4z=32 x—y+z=-1 x+y—-z=1
5. — Discute y resuelve los sistemas en los casos que sea posible:
2x+3y—4z=1 Sx+4y+2z=0
a) <4x+6y—-az=2 b){2x+3y+z=0
x+y+az=10 Ax—y+m’z=m-1

6. — Dado el sistema
(a+2)x+(a-1)y-z=3
ax—y+z=3
x+ay—z=1
a) Estudia su compatibilidad segun los valores de a.

b) Resuélvelo para el caso a = 1.

7.— Dadas las ecuaciones
6x—-9y+2z=5
{Zx -3y+z=4
se pide:

a) Aflade una ecuacién para que resulte un sistema incompatible.

b) Afiade una ecuacién para que resulte un sistema compatible determinado.
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Sistemas de ecuaciones

8.—

Dado el sistema de ecuaciones
2x+3y—z=-2
{x +2y+2z=1
se pide:
a) Discutelo y resuélvelo, cuando sea posible.
b) Afiade una ecuacién lineal para que el sistema resultante tenga:
i) una solucién

ii) muchas soluciones

iii) no tenga solucién

9. — Discute y resuelve los siguientes sistemas homogéneos:

10.

x+y+3z=0 2x—-y+3z=0 y=x+3z—-y
a)<—2x—-3y+z=0 b){2y-z=0 C)sx=z—-2y+x
3x+2y+4z=0 —-2x+3y—-4z=0 z=x-2y—-2z

— Sean las matrices

(e 2o

a) Calcula cada uno de los tres productos 4°B, E-D, D'E.

b) Si C—2A4B =—-D plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incognitas (representadas por x, y) en
funcién de m. ¢ Para qué valores de m el sistema tiene solucion? ¢Es siempre Unica?

11. — Sean las matrices

12.

11 x 0 0 1 0

x 0 z
A=|0 O,B:[ Oj,CZO—y -z |, D=1, E=|a
11 Y 0 0 o0 1 a

a) Sabiendo que (AB - C)D = 2E, plantea un sistema de 3 ecuaciones y 3 incégnitas (representa-
das porx, y, z) en funcion de a.

b) ¢Para algun valor de a el sistema tiene solucion Unica?
c) Paraa =0 encuentra una solucién del sistema con z # 0

— El cajero automatico de una determinada entidad bancaria sélo admite billetes de 50, 20 y de 10
euros. Los viernes depositan en el cajero 225 billetes por un importe total de 7000 €. Averigua el
numero de billetes de cada valor depositado, sabiendo que la suma del nimero de billetes de 50 y
de 10 euros es el doble que el numero de billetes de 20 euros.

13. —Se dispone de tres billeteras A, B y C con billetes de 10, 20 y 50 euros respectivamente. Si pasamos

14.
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5 billetes de B a A, el nUmero de billetes en ésta es igual a la suma de los otros dos, pero si pasamos
10 billetes de A a C, el numero de billetes en ésta también es igual a la suma de los otros dos. Averi-
gua cuantos billetes hay en cada billetera si se sabe que en total hay 1550 euros.

— La suma de las tres cifras de un numero es 18. La cifra de las unidades es igual a la suma de las
decenas mas las centenas. Si se invierte el orden de las cifras el nimero aumenta en 594 unidades.
¢De qué numero se trata?
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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— Un examen de Matematicas Il va a consistir en un test de 60 preguntas. Por cada acierto se dardn
5 puntos, por cada fallo se quitardn 2 puntos y por cada pregunta no contestada se quitara 1 punto.
Para aprobar hay que obtener por lo menos 150 puntos. {Cuantas preguntas habra que contestar
correctamente para obtener los 150 puntos y que el nimero de fallos mas el quintuple del numero
de preguntas no contestadas sea igual al nimero de aciertos?

— En el mercado podemos encontrar tres alimentos preparados para gatos que se fabrican ponien-
do, por kilo, las siguientes cantidades de carne, pescado y verdura:

e Alimento Migato: 600 g de carne, 300 g de pescado y 100 g de verdura
e Alimento Catomeal: 300 g de carne, 400 g de pescado y 300 g de verdura
e Alimento Comecat: 200 g de carne, 600 g de pescado y 200 g de verdura

Si queremos ofrecer a nuestro gato 470 g de carne, 370 g de pescado y 160 g de verdura por kilo de
alimento, équé porcentaje de cada uno de los compuestos anteriores hemos de mezclar para obte-
ner la proporcidon deseada?

— Calcula las edades de una familia (padre, madre e hija), sabiendo que entre los tres suman 70
anos, que hace cuatro afos la edad del padre era siete veces la edad de la hija y que dentro de
quince afios la edad de la hija sera la cuarta parte de la suma de las edades del padre y de la madre.

— Una persona invirtié 72000 € repartidos en tres empresas y obtuvo 5520 € de beneficios. Calcular
la inversidn realizada en cada empresa sabiendo que en la empresa B hizo el triple de inversidon que
enla Ay Cjuntas, y que los beneficios de las empresas fueron del 10 % en la empresa A, el 8 % en la
empresa Byel5% en laempresa C.

— Se tienen tres tipos de café: el de la clase A, que cuesta 6 €/kg, el de clase B, que cuesta 8 €/kg y el
de la clase C que cuesta 10 €/kg. Se desea hacer una mezcla para vender 80 kg de café a 7 €/kg.
¢Cuantos kg de cada clase se deben poner si del primer tipo debe entrar el doble del segundo mas
el tercero?

— Calcula las edades actuales de una madre y sus dos hijos, sabiendo que hace 14 afios la edad de la
madre era 5 veces la suma de las edades de los hijos en aquel momento, que dentro de 10 afios la
edad de la madre serd la suma de las edades que los hijos tendran en ese momento y que cuando el
hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor tendra 42 afios.

— En una farmacia se comercializan 3 tipos de champu de cierta marca: normal, con vitaminas y an-
ticaspa. Se sabe que el precio al que se vende el normal es de 2 euros y el de vitaminas es de 3 eu-
ros. Se desconoce el precio al que se vende el anticaspa. Por otro lado, el dinero total obtenido por
las ventas de los 3 tipos de champu el mes pasado fue de 112 euros y el dinero obtenido en ventas
con el champu normal fue 56 euros inferior al dinero total obtenido en ventas con el resto. Ademas,
el dinero total obtenido en ventas con el champu de vitaminas y el anticaspa fue el mismo que el
que hubiera obtenido vendiendo 28 unidades del anticaspa y ninguna de los demas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién del precio desconocido del champu anticaspa, que
puedes llamar por ejemplo m) donde las incégnitas (x, y, z) sean las unidades vendidas el mes
pasado de cada tipo de champu.

b) ¢Qué puedes concluir sobre el precio del champu anticaspa a partir de un estudio de la compati-
bilidad del sistema?

c) Si se sabe que el nimero de unidades vendidas del anticaspa fue 20, utiliza el resultado del apar-
tado (b) para calcular las unidades vendidas de los otros dos.
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Sistemas de ecuaciones

22. - En el trayecto que hay entre su casa y el trabajo, un individuo puede repostar gasolina en tres es-
taciones de servicio (A, By C). El individuo recuerda que este mes el precio de la gasolina en A ha si-
do de 1,20 euros/litro y el precio de la gasolina en B de 1,18 euros/litro, pero ha olvidado el precio
en C. (Supongamos que es de m euros/litro). También recuerda que:

- lasuma del gasto en litros de gasolina en las estaciones Ay B superd en 46,80 € al gasto en C.
- el numero de litros de gasolina consumidos en B fue el mismo que en C.
- el gasto de litros en A superé al de B en 12,60 euros.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcidn de m) para determinar los litros consumidos en ca-
da gasolinera.

b) Estudiar la compatibilidad del sistema en funciéon de m. ¢{Puedes dar algun precio al que sea im-
posible haber vendido la gasolina en la gasolinera C?

23. — En una cafeteria los ocupantes de una mesa abonaron 4 € por 2 cafés, 1 tostada y 2 refrescos,
mientras que los de otra mesa pagaron 9 € por 4 cafés, 3 tostadas y 3 refrescos.

a) ¢Cuanto tienen que pagar los clientes de una tercera mesa si han consumido 2 cafés y 3 tostadas?

b) Con los datos que se dan, é¢se puede calcular cuanto vale un café? Justifica las respuestas.
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Sistemas de ecuaciones

AUTOEVALUACION
X+y+z=6
Dado el siguiente sistema de ecuaciones: x-2z+2y=5
2y-x+z=11
1.- Su matriz de coeficientes es:
1 1 1 1 1 1 1 1
a)|l -2 2 b)| 1 -2 2 |l 2 -2 d| 1
2 -1 1 -1 2 1 -1 1 -1 2 1
2.- Su matriz ampliada es:
1 1 1/6 1 1 1|6 1 1 1|6 1 1 1|6
a)|l -2 2|5 b)| 1 -2 2/{5|¢|1 2 -2/5|d)]|1 2|5
2 -1 1111 -1 2 1j11 2 -1 1|11 -1 2 1|11
3.- Si aplicamos el método de Gauss la nueva matriz ampliada obtenida es:
1 1 116 1 1 1|6 11 1|6 1 1 1|6
a)|0 3 -11 b)|]0 -3 1|-1| ¢)|0 1 -3|-1| d)|j0 1 1|-1
0 0 0|2 0 0 3|16 0 0 -10/-4 0 0 -1/20

4.- El sistema es:
a) compatible determinado b) compatible indeterminado c) incompatible  d) tiene tres soluciones

- : : 2x—y=—4y
Dado el siguiente sistema de ecuaciones
5+2y+z=3x

5.- Su forma matricial es:

1Py W T E S AT A WA

6.- Al anadir la ecuacién indicada el sistema es compatible determinado

a)3y+2x=7 b) x—y=7 ¢)-x+5y+z=-5 d) -3x+2y+z=7
7.- Al anadir la ecuacion indicada el sistema es compatible indeterminado

a)3y+2x=7 b) x—y=7 ¢)-x+5y+z=-5 d) -3x+2y+z=7
8.- Al aiiadir la ecuacion indicada el sistema es incompatible

a)3y+2x=7 b) x—y=7 ¢)-x+5y+z=-5 d)x+y+z=7

9.- Indica la afirmacién que es correcta:
a) Los sistemas homogéneos tienen siempre infinitas soluciones.
b) Dos sistemas son equivalentes si coincide alguna de sus soluciones.
c) Un sistema es compatible si y sélo si el rango de la matriz de los coeficientes coincide con el
rango de la matriz ampliada.

d) Todos los sistemas se pueden resolver por el método de Cramer.
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Sistemas de ecuaciones

Apéndice: Problemas de matrices en las P.A.A.U.
(1) Dado el siguiente sistema de ecuaciones:

X+y+z=6
x—2y+2z=5
2x—y+z=11

a) Obtén su matriz de coeficientes.
b) Calcula el determinante de la matriz anterior.
c) Sin resolver el sistema, razonar si tendra solucién Unica.

(2) En el primer curso de un centro de la Universidad de Oviedo se han matriculado 352 alumnos dividi-
dos en tres titulaciones distintas. En la tercera titulacién hay la tercera parte de alumnos que en la
primera, y la diferencia de alumnos que hay entre la primera titulacién y la segunda es inferior en
dos alumnos al doble de los alumnos que hay en la tercera.

a) Establece un sistema de ecuaciones con las condiciones del problema, en funcién del nimero de
alumnos en cada titulacion, y obtén el nimero de alumnos que hay en cada titulacion.
b) Calcula el determinante de la matriz del sistema.

(3) En un partido de baloncesto femenino, el equipo de la Universidad de Oviedo gano al de otra uni-
versidad espafiola con un marcador 64 a 48. El marcador obtenido por el equipo ganador se consi-
guio mediante canastas de dos puntos, triples (canastas de tres puntos) y tiros libres (canastas de un
punto). El nimero de tiros libres fue dos mds que cinco veces el numero de triples. Ademas, el
nlimero de canastas de dos puntos fue dos mds que el nimero de tiros libres.

a) Plantea el sistema de ecuaciones resultante de lo anterior.
b) Escribe la matriz ampliada del sistema obtenido en a).
c) ¢éCudntas canastas de cada tipo metié el equipo de la Universidad de Oviedo?

(4) Cada accién de BBA ha dado una ganancia de 6 euros y cada accion de NKO ha dado una ganancia de
m euros. Un inversor habia comprado acciones de ambos tipos, lo que le supuso una ganancia total
de 800 euros, pero esta arrepentido de su inversidn, porque si hubiese comprado la mitad de accio-
nes de BBA y el doble de NKO, su ganancia total habria sido de 1150 euros.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion de m) donde las incégnitas x e y sean el numero de
acciones compradas de cada tipo. Basdndote en un estudio de la compatibilidad del sistema,
éexiste algun valor de m para el que el sistema tenga mas de una solucién?

b) Si la ganancia por cada accion de NKO fue de 5 euros, écudntas acciones de NKO habia compra-
do?

(5) Una tienda vende bolsas de caramelos a 2 euros cada una y bolsas de gominolas a 4 euros cada una.
La recaudacién de un determinado dia por estos dos conceptos ha ascendido a 200 euros y se sabe
que el nimero de bolsas de caramelos que han vendido ese dia es m veces el nimero de bolsas de
gominolas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion de m) donde las incégnitas x e y sean el nimero de
bolsas de cada tipo que se han vendido ese dia. Basandote en un estudio de compatibilidad del
sistema anterior, éies posible que se hayan vendido el doble de bolsas de caramelos que de go-
minolas?

b) Suponiendo que se han vendido el triple de bolsas de caramelos que de gominolas, é{cuantas bol-
sas de gominolas se han vendido?
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Sistemas de ecuaciones

(6) Un tren realiza un viaje directo entre dos capitales. El viaje lo realiza por dos tipos de vias, por la
primera circula siempre a 100 Km/h y por la segunda circula siempre a m Km/h. El recorrido total del
viaje es de 1240 Km y la duracion del mismo es de 11 horas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de m) donde las incégnitas x e y sean el nimero de
horas que circula por cada tipo de via. Basandote en un estudio de la compatibilidad del sistema
anterior, ¢es posible que la velocidad a la que circula por el segundo tipo de via sea también de
100 Km/h?

b) Suponiendo que la velocidad a la que circula por el segundo tipo de via es 120 Km/h, ¢cuanto
tiempo ha estado circulando por el primer tipo de via?

(7) Una academia de idiomas da clases de espafiol a un total de m alumnos, entre los de nivel basico y
los de nivel avanzado, con los que recauda 3000 euros. Los alumnos de nivel bdsico pagan m euros
al mes, mientras que los de nivel avanzado pagan el doble.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion de m) donde las incégnitas x e y sean el numero de
alumnos de cada tipo en las clases de espafiol de la academia. Basdndote en un estudio de com-
patibilidad del sistema anterior, ées posible que los alumnos de nivel basico paguen 40 € al mes?

b) Si los alumnos de nivel basico pagan 50 euros al mes, é¢cuantos alumnos de nivel avanzado hay?

(8) Juan y Luis son dos amigos que en total tienen 10 hijos. Un tercer amigo, Javier, tiene m hijos mas
qgue Juan y m veces los de Luis.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion de m) donde las incégnitas x e y sean el niumero de
hijos de Juan y Luis. ¢ Para qué valores de m el sistema anterior tiene solucion? En caso de existir
solucidn, ées siempre Unica?

b) Si Javier tiene el doble de hijos que Luis, écuantos hijos tiene Luis?

(9) Un grupo de personas se relne para ir de excursion, juntandose un total de 20 entre hombres, mu-
jeres y nifios. Contando hombres y mujeres juntos, su nimero resulta ser el triple del nimero de ni-
flos. Ademads, si hubiera acudido una mujer mds, su nimero igualaria al de hombres.

a) Plantea un sistema para averiguar cuantos hombres, mujeres y nifios han ido de excursion.
b) Resuelve el problema.
(10) Considera el sistema
ax—ay+z=2
3x+2y-2z=a
—ax+3y—-z=2
a) Estudia su compatibilidad segun los distintos valores del nimero real a.
b) Resuélvelo, si es posible, en el caso a =1.
(11) Dado el sistema
(a—l)x+2y+(a—1)z=l+a
(a +1)y—(a +l)z =2
X+y+az=a
a) Estudia su compatibilidad segun los valores de a.

b) Resuélvelo cuando a =0.
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Sistemas de ecuaciones

(12) La matriz ampliada asociada a cierto sistema de ecuaciones lineales es:

1 1 1 2
A=2 -140
-1 1 2 5

a) Obtener las ecuaciones del sistema.
b) Calcular el rango de la matriz formada por los coeficientes del sistema.

c) Sin resolver el sistema, deducir razonadamente si admite soluciones y en qué namero.

1 2 1 1
(13) La matriz de los coeficientes de un sistemaes |1 a «a |yladetérminosindependientes | 1
1 4a 1 2a

a) éPara qué valor o valores de «a el sistema no tiene solucion?

b) Para cierto valor de a un individuo encontré 2 soluciones del sistema. ¢Cuanto valia a? éTenia
mas soluciones el sistema?

c) Encuentra un valor de a para el que el sistema tenga solucién Unica y, para dicho valor,
resuélvelo.

(14) Sean las matrices
x 1 L z 1
Asz—l,Bz(J,C:ZZ y D=0

T y - %
donde x, y, z son desconocidos.
a) Calcular las matrices (4'B) + Cy 3D
b) Sabiendo que (AB)+ C = 3D, plantear un sistema de ecuaciones para encontrar los valores de x,

Z.

c) Estudiar la compatibilidad del sistema ¢ Cuantas soluciones tiene?

d) Encontrar, si es posible, una solucion.

(15) Sean las matrices

-1 2 -1 0 0
A=|1 1 2 B=|a Cc=|0
3 -3 a a 0

donde a es desconocido.

a) Sea el sistema de 3 ecuaciones con tres incognitas cuya matriz de coeficientes es 4 y de términos
independientes B. ¢ Puede para algun valor de a no tener solucién este sistema? ¢Para qué valo-
res de a el sistema tiene solucién Unica?

b) Si la matriz de coeficientes es 4 pero la de términos independientes es C, ies posible que para
algun valor de a el sistema no tenga solucién? Encuentra un valor de a para el que el sistema
tenga mas de una solucién y calcula dos de ellas.
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Sistemas de ecuaciones

(16) Sean las matrices

)l )l e

a) Calcula cada uno de los tres productos 4B, D-E, E‘B.

b) Si AB+C = D plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incognitas (representadas por x, y) en fun-
cion de m. ¢Para qué valores de m el sistema tiene solucidon? ¢Es siempre Unica?

) ) )

a) Si AB—C =D, plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incdgnitas (representadas por x, y) en
funcion de a.

(17) Sean las matrices

b) éPara qué valores de a el sistema tiene solucidn? ¢Es siempre Unica? Encuentra una solucidn para
a=1lcon y=#1

(18) Sean las matrices

a 1 1 z
A=|1 a B:(XJ C=|1| v D=|z
1 0 y 0 z

a) Sabiendo que 4B = 2C — D, plantea un sistema de 3 ecuaciones y 3 incognitas (representadas
por x, y, z) donde a es cierto valor desconocido.

b) Si se supiera que el sistema tiene solucion, ¢podriamos descartar algun valor de a?
c) Si se supiera que el sistema tiene solucidn Unica, ¢ podriamos descartar algun valor de a?
d) ¢Hay algun valor de a para el que el sistema tenga mas de una solucion?

(19) Sean las matrices

1 1 x 0 0 1 0

x 0 z
A=|0 0] , B:(O OJ , C=|0 -y —-z| , D=|1| , E=|a
11 Y 0 0 0 1 a

a) Sabiendo que (AB - C)D = 2F , plantea un sistema de 3 ecuaciones y 3 incégnitas (representadas
por x, y, z) en funcién de a.

b) ¢ Para algun valor de « el sistema tiene solucién Unica?
c) Para a = 0 encuentra una solucién del sistema con z # 0

(20) Halla todas las soluciones de un sistema lineal de tres ecuaciones con tres incégnitas del que se
conoce que (1,0,0), (0,2,0) y (0,0,3) son soluciones y el rango de la matriz de los coeficientes es ma-

yor o igual que uno
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Resumen

En este capitulo vamos a estudiar los vectores en el espacio de dimension tres, que tienen muchas
aplicaciones tanto en Geometria como en Fisica.

Ya conoces de los vectores en dimensién dos, el médulo de un vector que usabamos para calcular
distancias, y el angulo entre dos vectores, que usabamos para medir angulos. Volveremos a estudiarlos
ahora en dimension tres.

Mediante el producto vectorial, que sélo es posible en dimensidn tres, calcularemos areas, y con el
producto mixto, volimenes.

22 de Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 4: Geometria en el espacio - Vectores Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés

LibrosMareaVerde.tk Revisora: Milagros Latasa

www.apuntesmareaverde.org.es Imagenes creadas por los autores
5 Fr ETRL

:‘3}2-'.3-':: Ji B



Geometria en el espacio - Vectores

1. GEOMETRIA DEL PLANO

A lo largo de los cursos pasados estudiamos la geometria del plano, con los siguientes elementos
fundamentales:

- Punto: Posicién en el plano que, por convenio, definimos como adimensional (no tiene largo,
ancho ni profundidad). Para representarlo algebraicamente utilizamos letras mayusculas, por
ejemplo hablamos de un punto A, y se caracteriza mediante dos valores que denominamos X e
y, representados por el par ordenado: (X, Y). y que llamamos coordenadas del punto.

- Vector (o vector libre): Viene dado por un par de valores llamados componentes (o
coordenadas) del vector que escribimos como (Vi, V2) en general o (Vy, Vy) si estamos en un
sistema cartesiano. Lo caracteriza su mddulo, direccidn y sentido.

- Recta: figura en el plano que Unicamente tiene longitud, no tiene anchura ni profundidad. Se
suele representar con una letra minuscula, habitualmente r, y se define a partir de un punto P

(Xp, YP) Y un vector V =(V,, Vy). Algebraicamente se obtienen diferentes ecuaciones:

0 Vectorial: (X,Y) =(Xp, yp)+k-(vx,vy)

. X=Xp +A-V,
O Parameétricas:

y = yP +}\"Vy
X—X —
o Continua: P _ YT Ye
v, v,

O General oimplicita: Ax+By+C =0

Ejemplo

En la imagen vemos el punto A, de coordenadas (2, 1), el vector V, de componentes (2, —1), y la
recta r, de ecuacion x + 2y = 12.

En este capitulo y los siguientes ampliaremos esos elementos hacia las tres dimensiones, generalizando
los conceptos anteriores y afiadiendo otros nuevos.
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Geometria en el espacio - Vectores

2. VECTORES EN EL ESPACIO

2.1. Definicion

Un vector fijo en el espacio es un segmento orientado que viene determinado por un par de puntos, el
origen Ay el extremo B.

Los elementos de un vector son los siguientes:

- Modulo: Es la longitud del segmento orientado que lo define. El mddulo de un vector serd un
nlimero positivo, a excepcion del vector nulo, que tendrda mddulo cero.

- Direccidn: Es la direccion de la recta que contiene al vector o cualquier recta paralela a ella. Dos
vectores tendran la misma direccidén si estdn situados sobre la misma recta o sobre rectas
paralelas.

- Sentido: Es la forma de recorrer el segmento AB, es decir, de fijar qué punto es el origen y cual
el extremo.

En el conjunto de los vectores libres podemos definir una relacion de equivalencia, diciendo que
pertenecen a la misma clase aquellos vectores fijos de igual mdédulo, direccién y sentido. Todos los
vectores fijos de igual mddulo, direccién y sentido forman un mismo

vector libre. =

. . = A BA B
Dos puntos A y B determinardn dos vectores fijos AB y BA , con el - . -
mismo madulo, la misma direccion y sentido opuesto. AE

2.2. Operaciones con vectores
Suma de vectores
Dados dos vectores en el espacio U y v, su suma es otro vector U+V.

Para sumar dos vectores graficamente, se toman vectores equivalentes a ellos de manera que el
extremo del primero coincida con el origen del segundo.

Este procedimiento se puede usar para sumar varios vectores. En este caso, se toman vectores
equivalentes tales que el extremo de cada uno coincida con el origen del siguiente. El vector suma tiene
como origen, el origen del primer vector, y como extremo, el extremo del ultimo vector.
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Geometria en el espacio - Vectores

Opuesto de un vector
Dado un vector en el espacio V, su vector opuesto se denota por —V u Op(V) y es otro vector con el
mismo mddulo, la misma direccién pero sentido contrarioa V .

Resta de vectores
Dados dos vectores en el espacio U y v , su diferencia es otro vector U—V.

Restar un vector es lo mismo que sumar el vector opuesto.
T-v=0+(-V)

Producto de un vector por una constante
Dada una constante k y un vector v, su producto es otro vector con la misma direccién, el mismo
sentido si k > 0 o sentido contrario si k < 0, y cuyo mddulo es k veces el médulo del vector v .

Combinacion lineal de vectores

Un vector V es combinacidn lineal del los vectores i ,u,,... ., cuando existen i, ,x,,...,A, R tales

que v =1, -0, +A, -0, +...+A, -U,-

Los vectores i,,d,,..., i, son linealmente independientes cuando ninguno de ellos se puede escribir

como combinacion lineal de los demas.
Ejemplo

+ FE/ vector V. es combinacién lineal de los
vectores U,, U, y U,.

Ya que se obtiene como suma de los vectores 4, U, Y d,

2.3. Base de un sistema de vectores

Definicion: -
Se dice que el conjunto de vectores i, ,d,,...,0, forman una base del espacio de dimension n, y se
denota por B = {i,, d,,..., U, } cuando verifican:
- Los vectores i, d,,..., a, son linealmente independientes.
- Cualquier otro vector del espacio V se puede escribir como combinacién lineal de ellos, es decir,
3 A, Ay,..., A, e R talesque v =&, -0, + A, U, +... + A, -0, -
Los nimeros (,, %,,... , ., ) son las componentes del vector V respecto de la base B = {4,,d,,...,--- 0, }

E}

N
,y se escribe v :(kl,kz,...,kn) obienvy = -G, +r, -0, +...+L, -0,-

n n

En el espacio de dimension tres, todas las bases tienen tres elementos: B = {G,, a,, d, } por lo que en el
conjunto de los vectores libres del espacio de dimensién tres cada vector tiene tres componentes:
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Geometria en el espacio - Vectores

2.4. Sistema de referencia

Definicion

Un sistema de referencia en el espacio de dimensidn tres es un par formado por un punto fijo O y una
base B = {u,V,w }.Se escribe R={0, {G,V,w}}

Un sistema de referencia nos permite asociar a cada punto del espacio P un vector OP , llamado vector
de posicion del punto.

Las coordenadas del punto P serdn las coordenadas del vector
OP respecto de la base B = {G,V,w }.

El sistema de referencia candnico en el espacio de dimension tres
es aquel cuyo punto fijo es el origen de coordenadas 0(0,0,0)y

cuya base B= {T, T,E}esté formada por vectores de médulo 1y
perpendiculares entre si.

Lo representamos por R= {O, {T, 17, k }}

Componentes (o coordenadas) de un vector

Consideramos el sistema de referencia canénico R= {O, {T, T, k }}

-

Dados dos puntos Af(a,,a,,a;) Y B(b,b,,b;) , Sus vectores de posicion son OA:(al,az,a3) y

- —_—
OB =(b,, b,, b, ), entonces las componentes del vector AB son las coordenadas del extremo menos las
coordenadas del origen:

— —> -
AB=0B-OA=(b —a,,b,—a,,b,—a,)

Modulo de un vector

Consideramos el sistema de referencia canénico R= {O, {i , ),k }}
Dado el vector v = (v,, v,, v, ), el mdédulo de V viene dado por la siguiente expresién:

V] =4V, +v," +vy”

resultado de aplicar el teorema de Pitdgoras en tres dimensiones.

Ejemplo
#+ Calcula las componentes y el mdédulo de un vector de origen A(-2,3,7)y extremo
B(2,0,-4).
Las componentes del vector AB son: AB = (2 - (— 2), 0-3,-4- 7): (4, -3,-1 1).
El médulo del vector AB es: ‘ﬁ‘ =42+ (=3) + (=117 =16+ 9+ 121 =~/146 .
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Geometria en el espacio - Vectores

Operaciones con vectores usando componentes

A partir de ahora se supone que se ha fijado el sistema de referencia candnico: R= {O, {T, T, k }}

Suma, resta y opuesto de vectores
Dados dos vectores en el espacio i = (u,, u,, u;) Y V= (v,,Vv,,Vv;):

- Susuma es otro vector U+V cuyas componentes son:

+V = (Up, Uy, U )+ (V5 Vo, vy )= (Up + Vo Uy + Vy, Us + Vy)

<

- El opuesto del vector V es:
Op (V) =-V =—(v,,Vy,V3)=(=V,, = V,, = V3)
- Laresta es otro vector U—V cuyas componentes son:
0 -V =(u;,uy,uy)= (v, vy, Vvs)= (U, — v, uy —Vv,, Uy —vy)
Ejemplo
4+ Dados los vectores G =(1,-3,5), V=(-6,3,0) y W= (7,2, 1) tenemos:

d+v=0,-3,5)+(-6,3,0)=(-5,0,5)

V-w=(-6,3,0)-(7,2,-1)=(-13, 1, 1)

T-V+w=(1,-3,5)-(-6,3,0)+(7,2,-1)= (14, - 4, 4)

Producto de un vector por una constante
Dada una constante k y un vector v = (v,,v,,v,), su producto serd otro vector K-V cuyas

Componentes son:
K-V =k-(v,Vy,vy)=(k-v,,k-vy, - k-v3)

Suma de un punto mas un vector
Estrictamente hablando no se puede sumar un vector a un punto. Lo que hacemos es sumar al vector el
vector de posicién del punto.

Dado un punto A (a,, a,, a;) Y un vector v = (v,, v,, v, ), para sumar el punto Ay el vector V trabajamos

con el vector de posicion del punto Ay el vector V. Lo que obtenemos es otro punto B, cuyo vector de
posicidn es:
OB =OA +7 =(a,, 8y, ay)+ (V. V,, V3 )= (8 +V,, & +V,, 85 +V3)
Ejemplo
+ Dado el punto A(1,2,3)y los vectores G = (-2,5,0)y v = (9, - 7, 3), tenemos:
—30=-3(-2,5,0)=(6,-15,0)
20 -4V =2(-2,5,0)-4(9,-7,3)=(-40,38,-12)
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Geometria en el espacio - Vectores

2.5. Estudio de la dependencia e independencia lineal de vectores mediante
sus componentes

Dados n vectores {v,,v,,...,V, }, se dice que son linealmente independientes cuando ningun vector del
conjunto puede expresarse como combinacion lineal del resto.

Analogamente, se dice que n vectores {v,,v,,...,v, } son linealmente dependientes cuando cualquiera
de ellos puede expresarse como combinacion lineal del resto.

Ejemplos

4 Dado el conjunto de vectoresV,={u, Vv, w}, coni=(1,2,3), V=(3,0,1)y w=(4,2,4),
vemos facilmente que W=U+V, por lo que V es un conjunto de vectores linealmente
dependientes.

+ En el conjunto de vectores V, = {i, v, W }, coni =(1,2,3), V=(3,0,1) y w=(3,-6,-7),
no es evidente que w = =30 + 2V, por lo que debemos buscar otra forma de proceder.

Los n vectores {v ,v,,...,v, } de un conjunto son linealmente independientes cuando al resolver el
sistema homogéneo A, -V, +4, -V, +...+ A -V, =0 sélo es posible la solucidn trivial:

A =h,=...=L%, =0
Teniendo en cuenta lo aprendido en el capitulo 3, podemos concluir que:

e 7 .V,,.. v ‘son linealmente independientes cuando la matriz que forman sus componentes
1>V2s >V

tiene de rango n.

e .V . v tson linealmente dependientes cuando la matriz que forman sus componentes
1>V2> sV

tiene un rango estrictamente menor que n.

Actividades resueltas
#+ Determina si son linealmente independientes o no los vectores de los siguientes conjuntos:
e V,={d,vV,w},cond=(,2,3),7V=(3,01)yw=3,-6,-7).

Planteamos el determinante formado por las componentes de los tres vectores:

1 2 3
30 1 [=0+(=54)+6-0—(—42)+(-6)=-54+6+42+6=0
3 -6 -7

Por lo que el rango de la matriz de las componentes es menor que 3, y los vectores del
sistema son linealmente dependientes.
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Geometria en el espacio - Vectores

e v, ={a,v,w}coni=(1,2,3),v=(3,0,1)yw=(22,2).

Planteamos el determinante formado por las componentes de los tres vectores:

1 2 3
3 0 1|=0+18+4-0-12-2=22-14=8=0
2 2 2

Por lo que el rango de la matriz de las componentes es 3, y los vectores del sistema son
linealmente independientes

e v, ={u,v,w,x},coni=(1,2,3),v=_3,0,1), w=(2,2,2)y x=(-1,0,2).
=1 } (1,2,3), v=(3,0,1), w=(2,2,2) ( )

En este caso no podemos plantear directamente el determinante, sino que debemos
plantear el sistema y la matriz del mismo:

AU+, V4 WAL, - X=0

Ac(1,2,3)+ 0, -(3,0,1) 445 -(2,2,2)+ 4, - (=1,0,2)=0

(A 20, 3%,) + (By, 0, 1)) + (245, 25, 245) + (=Ay, 0,22,) = 0
(A 30, + 285 =Ny, 20 + 2h4, 30 + A, + 2R3 +2X,) =(0,0,0)

es decir:
A 430, 24, =L, =0 1 3 2 -1 M 0
20, +20,=0¢=[2 0 2 0 -;3 =10
3N, +A, +2h; +24, =0 322 2 ; 0
4

El rango de la matriz del sistema es a lo sumo tres, por los que los vectores del sistema son
linealmente dependientes.

De este resultado podemos inferir que un sistema de n vectores en el espacio tridimensional
SIEMPRE sera linealmente dependiente si N> 3.

e v, ={a,v},coni=(-2,1,3)yv=(21,1).
Como antes, planteamos el sistema y la matriz del mismo:
AU+, V=0
A (2,1,3) 4%, -(2,1,1)=0
(—2, Ay 34) + (245, Ay, 4y) =0
(=2A; +2X,, A+ Xy, 30, +21,) =(0,0,0)

es decir:
“20 +2X, =0 -2y, 0
A +A,=00= 1 1 ( 1): 0
3, +A, =0 3 1) o

Cualquiera de los determinantes que podemos construir es no nulo, por tanto es un sistema
de vectores linealmente independientes.
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Geometria en el espacio - Vectores

De este resultado podemos deducir que dos vectores a = (u,,u,,u,) Y v = (v,,v,,v, ) son paralelos si y

sélo si son linealmente dependientes, es decir, sus coordenadas son proporcionales.
u u

U _ Y
Vl VZ

v
Ejemplo
#+ Comprueba si los vectores G = (2,-8,1) y V = (- 4,16, — 2) son paralelos.
2 -8

1
—— =—=——=>Son paralelos.
-4 16 -2

2.6. Aplicaciones de los vectores

Punto medio de un segmento

Dados dos puntos del espacio A (a,,a,,a,) Y B (b,,b,,b, ), €l punto medio del segmento AB es:

. (a1+b1 a, +h, a3+b3]

27 2 7 2

Esta férmula se comprueba facilmente. Observando la imagen:
A

Se deduce facilmente que los vectores AM y MB son iguales, por tanto:
AM =MB = (m, —a,,m, —a,,m, —a, )= (b, -m,,b, —m,,b, —m,)
Igualando componentes:

m —a, =b —-m, 2m, =b, +4, b b b

a, +b, a,+b, a,+
m,—-a, =h,—m, }=2m, =b, +a, :>M(m1,m2,m3):( 12 L 22 2 32 3}
m, —a, =b, —m, 2m, =h, +a,

Ejemplo
#+ Dados los puntos A (4,-2,6) y B (3,8, -5), calcula el punto medio del segmento AB:

M (4+3 —2+8 6—5j:>M (1,3’%
2’72

b 9
2 2 2
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Geometria en el espacio - Vectores

Condicidon de puntos alineados
Se dice que tres puntos en el espacio A (a,,a,,a,),B (b,,b,,b,) Y C (c,,c,,c,) estan alineados si los

vectores AB y AC son proporcionales, es decir:

b-a b,-a, b-a

Cl _al Cz _az Cs _a3

Ejemplo
#+ Comprueba silos puntos A (3,2,1), B (4,4, -2) Yy C (4, -1, 6)estan alineados.
4-3_4-2 _-2-1,

. = = ] = l;t——;t—E => No estan alineados.
4-3 —-1-2 6-1 3 5

Actividades propuestas
1. Calcula las componentes y el mddulo de un vector de origen A (-1,1,2) y extremo B (3,1, - 4).
2. Dados los puntos P=(2,2,3), Q=(1,0,5)y R=(-2,3,4) y los vectores V=(1,-1,3),
w=(0,—2,1) calcula, indicando si el resultado es punto o vector:
a) QP b) 3V —2W ¢) V—RP d) P+V e) R+ PQ+W

3. Dados tres puntos genéricos, P = (p,, p,, p;), Q = (4;, 95, d5) Y R = (1, 1, r; ), demuestra:

a) PQ+QR=PR b) PQ=(-1)QP ¢) PP=0 d) PQ+PQ =2PQ
4. Dados los vectores G = (1,-3,5), V=(-6,3,0)y w=(7, 2, —1) calcula:

a) 3U-2V+5w
b) 20-2V+2wW
) 3(G-2V)+3w
d) 30-2(V + W)

5. Dados los puntos A (0, -2,6) y B (4, 8, — 4), determina el punto medio del segmento AB.
6. Compruebasilos puntos A (3,2,1), B (4,4,-2)y C (4, -1, 3)estan alineados.
7. Determina si son linealmente independientes o no los conjuntos de vectores siguientes:

A={u,v,w},cond=(1,2,0),V=0,01)yw=(4,2,-7).

B={u,vV },coni=(1,2,0)yvV=(,4,0).
C={u,v,w,x},cont=(,2,0),vV=(4,1,3), w=(4,2,-7)y x=(0,0,1)
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Geometria en el espacio - Vectores

3. PRODUCTO ESCALAR

3.1. Definicion

El dngulo que forman dos vectores libres es el menor de los angulos que forman dos de sus
representantes con un origen comun.

Dados dos vectores U y V, se llama producto escalar de U y v, y se denota por U -V , al nimero real
que resulta al multiplicar el producto de sus médulos por el coseno del angulo que forman.

-
W

<

-\7:|U|-|\7|-c0soc o
u
Ejemplo
+ Dados los vectores u = (1,3,0) y v = (1,1,-1), que forman un dngulo de 43'1°, calcula su
producto escalar.

VIZ43240%2 =410 o

=P+ +(-1) =43 = -V =0]|V|-cosa =30 -cos431°= /30073 = 4

=
I

3.2. Interpretacion geométrica

El producto escalar de dos vectores no nulos U y V es igual al producto del médulo de uno de ellos por
la proyeccidn del otro sobre él.

Observamos en la figura un tridngulo rectangulo, donde la hipotenusa es V y uno de los catetos es la
proyeccion de V sobre U. Aplicando la definicién de coseno de un dngulo agudo, tenemos:

Proy,V oo
¢:>Proyl]v:|v|-cosa

9|

U-\7=|U|-|\7|-cosa=|U|-Proyu\7

cosa =

De aqui tenemos:

Andlogamente, se tiene que: U-V:|U|-|\7|-c0sa=|\7|-|U|-cosa:|\7|-ProyVU

Ejemplo
#+ Dados los vectores a y v, calcula proy ,v, sabiendo que v =(5,1,-3)y que forman un
dngulo de 30°
o _ _4a-v _ |d|-|V|-cosa _ 1 /35
u-v =|u |~Proyﬁv = Proy ;V = ——= Proy ,V = | | | _| =|V|-cos a=\/52 +1° +(—3)2 —=—
] |G| 2 2
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Geometria en el espacio - Vectores

Cuando la proyeccion sobre el vector es un numero negativo, esto significa que el vector y la proyeccion
tienen sentido contrario.

3.3. Propiedades del producto escalar

1. El producto escalar de un vector no nulo por si mismo es siempre positivo e igual al cuadrado de
su mddulo.

Demostracion:

<

G=|a|-|a]-cos0°=|a|-|a|-1=|a|-|a|=|a| =0

—

2. Propiedad conmutativa: U-V =V -
Demostracion:
U-\7:|U|-|\7|-cosoc:|\7|-|U|-cosa:|\7|-|U|-cos(360°—a):\7-l]
v
3o0"-a o

-

u
3. Propiedad asociativa con el producto por un nimero real: k - (i -v)= (k -G)-V
Demostracion:
k-(G-V)= k-|U|-|\7|-cosa=|k-U|-|\7|-cosa:(k-U)-\7
4. Propiedad distributiva respecto de la suma: (G +V)- W=0 -W+V - W
Demostracion:

La demostracion analitica de esta propiedad es bastante
complicada, por lo que lo veremos graficamente.

(@ +V)-w=|W- Proy, (i + V)

i
s

+\7-W=|W|-Pr0yWU+|W|-ProyW\7=|W|-(ProyWU+Pro

Proy (i)

Basta observar en el grafico que:

o . _ l.".m'r'.;iﬂ + i)
Proy w(u + V): Proy ,U + Proy ,V

5. El producto escalar de dos vectores no nulos es cero si y sélo si los vectores son perpendiculares.
Demostracion:
Sit20yv=0 = |U|>Oy|\7|>0.
ua-v :O<:>|U|-|\7|-cosa=0<:> coso=0< 0=90°< U y V son perpendiculares.
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Geometria en el espacio - Vectores

3.4. Expresion analitica del producto escalar

Consideramos el sistema de referencia canénico en el espacio de dimensién tres: R = {O, {i , |,k }}

Sean i = (u,,u,,u,) Y V =(v,,v,,v, ), el producto escalar de U y V esigual a:
u-v= (UI,UZ,U3)-(V1,V2,V3)= U, -V, +U, -V, +U; -V,

Demostracion:

Si multiplicamos los vectores de la base candnica B = {I I, k} tenemos:

i =\T\-\T\-cosOO:\T\-\i‘\-l:\i”f=12=1 P o7 =|7| 7] -cos90°=| || |-0=0
7] =‘j‘ ‘j‘ cosO"—‘j‘ ‘j‘ 1—‘]‘ T-EzE-T:‘T‘-‘E‘-c0s90°:‘7‘-‘IZ‘-OzO
IZ-k:‘kHk‘-cosO":‘k‘-‘k‘-l:‘kr:12:1
jK=K-7=|]||K]|-cos90°=| j|-[k|-0=0
De aqui tenemos:
U-Vz(ul-T+u2-i+u3-E)-(vl-T+v2 J+v, IZ)
= Uy VT T UV, T U VT KUy VT T +Uy V- ] J Uy vy -]k Uy v, KT+
+u3-v2~lz-]+u3~v IZ k =
=u,-v,-1+u,-v,-0+u,-v,-0+u, -v,-0+u, -v,-1+u, -v,-04+U;-v,-0+uU; v, -0+u, 1=
S U, -V, U, -V, F U -,
Ejemplo

“ Dados los vectores G = (3,2,-4)y V = (- 1,3, 7) calcula su producto escalar.

0-v=0,2,-4)(-1,3,7)=3-(-1)+2-3+(-4)-7=-3+6-28 = -25

Actividades propuestas

8. Calcula el producto escalar de los vectores G = (0,1, -3) y V = (-3, 4, 6)
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Geometria en el espacio - Vectores

3.5. Aplicaciones del productos escalar

3.5.1. Angulo entre dos vectores

A partir de la definicién del producto escalar, tenemos:
u-v
L

U-V:|U|-|\7|-cosa:>c0sa:

<l

Si consideramos ¢ = (u,,u,,u;) Y v = (v,,v,,v, ), tenemos:

G-V =(u,U,,uy)-(V,,V,,V, )= U, -V, +U, -V, +U, -V,

U -V, +U, -V, +U, -V
U] =4/u’ +u,” +u,’ = CcOSQ = - =
\/u2+u2+u2 \/v2+v2+v2
_ 2 2 2 1 2 3 VY 2 3
(V| =4V, +Vv,” +V,

Y de aqui tenemos:

—

u

<l

u v, +u, v, +U; -V,

0L = ArCCOs e
\/ul +U,” +U, -\/v1 +V,” 4V,

Para cada nimero real 0 <k <1, existen dos angulos cuyo coseno vale k. Tomaremos el menor de
ellos.

Observando la expresiéon dada por el coseno del dngulo, y dado que los médulos de U y v son
positivos, el sigho del coseno vendra determinado por el signo del producto escalarde U y V. Asi:

- Siel producto escalar es positivo, el dngulo determinado por U y v serd agudo.

—+

W
L}

—

L

- Siel producto escalar es cero, los vectores formaran un angulo de 90°, serdn perpendiculares.

a
ey
u

- Siel producto escalar es negativo, el dngulo determinado por U y V serda obtuso.

=]

Vectores ortogonales
Dos vectores U y Vv son ortogonales cuando determinan un angulo de noventa grados o =90° (es
decir, son perpendiculares) y por tanto, cosa=0.

De aqui se tiene que el producto escalar -V =|0|-|V|-cosa =|T|-|7]-0=0
Se obtiene, por tanto, la siguiente condicién de perpendicularidad entre dos vectores:

ilveid-v=0
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Geometria en el espacio - Vectores

Esta condicidn serd uno de los tres conceptos basicos para resolver casi cualquier
problema de geometria en el espacio.

Ejemplo
% Calcula un vector ortogonal al vector G = (2, -3, 1).
Sea dicho vector v = (v,,v,,v, ). Paraque U LV se debe verificar que G-V =0.

T-V=0 (2,-3,1)(v,,V,,v3)=0 < 2V, =3V, +V; = 0 & vy = =2V, + 3V,
Escribimos la solucion en forma paramétrica:

vV, =A
vV, =H coniype R
v, =20+3pu

De aqui, podemos expresar la solucién como:
(V,Vva,vs )= (A, =20+ 3p) = (2, 0, = 21)+ (0, u, 3u) = A(1, 0, — 2)+ (0,1, 3)
Por tanto, todos los vectores ortogonales al vector U seran combinacion lineal de los vectores
{(1,0,-2),(0,1,3)}.
3.5.2. Cosenos directores
En una base ortonormal, se llaman cosenos directores del vector \7=(V1,V2,V3) a los cosenos de los

angulos que forma el vector U con los vectores de la base:
Vl V2 V3

cosa = , cosP= , COSY =
2 2 2
N\AER AR

2 2 2
\/vl +V,” +V,

\/vlz +v,0 + v,
Ejemplo
% Calcula los cosenos directores del vector i = (2, -3, 1).
Expresando el vector como combinacién lineal de los vectores de la base:
0=(2,-3,1)=2-1-3-7+k
Podemos hallar los cosenos directores a partir de los productos escalares con los tres vectores de

la base:
G-i=02-7T-3-J+k)i=2-TT -3-Ji+ki =2+0+0=2
o ?( Jq ) 5 J D) = 2=+14-cosa
U-i =|u HI ‘-cosoc=|u |-cosoc=\/2 +(=3)> +1* -cosa. = /14 -cos a
Es decir:
cosa = i
i
Del mismo modo podemos hallar:
0-j=-3 -3
~ = -3=A+l4-cosB=>cos p=— V:
U-j=+14-cos B} b P J14
i-k=1 1
. =>1=+/14-cosy=cosy=——
a k=\/14-c0sy} V14
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4. PRODUCTO VECTORIAL

4.1. Definicion

Dados dos vectores del espacio de dimensidn tres: U y V, se llama producto vectorial de U y V, y se
denota por UxV o U AV, a otro vector con las siguientes caracteristicas:

- Médulo: |U><\7|:|U|-|\7|-sen o, siendo o el menor angulo
gue determinan los dos vectores. TR

- Direccién: es la perpendicular de cualquier plano generado
por los vectores U y V.

- Sentido: es el de avance de un sacacorchos que gira de U a
V (regla de Maxwell).

B

Ejemplo

%+ Dados los vectores i =(~3,3,0) y V =(0,4,4), que forman un dngulo de 60° calcula el
producto vectorial.

Dado que el producto vectorial de U y V es un vector 1 x v, calculamos sus elementos:

Modulo:

[V|=~70% +42 +47 =432 :>|Ux\7|:«/§-\/§-\/§=«/576-£=24-£=12\/§

2 2 2

Direccién:

Buscamos un vector, al que llamaremos w = (Wl,Wz,W3), que sea perpendicular a U y V. Como

vimos en el apartado anterior, eso implica que el producto escalar con ambos vectores debe ser
nulo:

U~vﬂv=0:>—3w1+3wz+0w3 =0=-3w, +3w, =0=>w, =W,

<

W =0=>0W, +4W, + 4w, =0=> 4w, +4w, =0 = W, = —W,

El vector es, por tanto, de la forma

—

W= (WI’WZ’WS): (Wzawz’_wz)
siendo el mas sencillo:
w=(11-1)
Sentido:
Sera el sentido de avance de un sacacorchos que girade U a V.
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Geometria en el espacio - Vectores

4.2. Interpretacion geométrica del producto vectorial

Geométricamente, el médulo del producto vectorial de dos vectores coincide con el drea del
paralelogramo que tiene por lados esos vectores.

Dados los vectores U y V, tenemos:

=]
B

=

Area del paralelogramo definido por Uy V = | Ux\7|
Demostracion:

En la figura anterior podemos ver que
Area= | U|-h
Por otro lado, aplicando la definicidn de seno:

senoc:L:h:|\7|-senoc

—

V]
De aqui tenemos:
Area=|U|-h:|U|-|V|-sena=|UxV|

4.3. Propiedades del producto vectorial
1. El producto vectorial de un vector por si mismo es cero.
Demostracion:
El angulo que forma un vector consigo mismo es cero. De aqui:
|axa|=|a|-|a|-sen0°=|a["-0=0
2. Propiedad anticonmutativa: UxV =-V xU

Demostracion:

Los vectores UxV y VxU tienen el mismo mddulo, la misma direccion y sentido (el giro del
sacacorchos) contrario, luego son opuestos.

3. Producto por un ndmero real: A (i x V)= (A0)xV = G x (AV)
Demostracion:

Es evidente teniendo el cuenta que al multiplicar un vector por un escalar su médulo queda

multiplicado por dicho escalar, es decir, | LT | =2|T]|.
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4. Propiedad distributiva respecto de la suma: G x (V + W)= 0 x V + 0 x W

5. El producto vectorial de dos vectores no nulos es el vector cero si y sélo si los vectores son
paralelos. G xV =0< 0//V

Demostracion:
oa=0°

a =180°
6. En general, el producto vectorial no cumple la propiedad asociativa. i x (V x W) # (0 x V)x W

—

u><\7:6<:>|U><\7|:0<:>|U|-|\7|-sen0c:O<:>sena:0<:>{

4.4. Expresion analitica del producto vectorial

Consideramos el sistema de referencia canénico en el espacio, R= {O,{i , J,K }}

Sean ¢ = (u,,u,,u,) Y v = (v,,v,,v, ), el producto vectorial de U y V se puede expresar mediante el
siguiente determinante:

— —

i ]k
B Uy Us| ~ (U Us| - U Uyl = |u, u u. u | - lu u,| =
UxV=(U U, U|= - ] =2 TLi+ 7 T4l Pk
V, V5 Vi Vs Vi 'V Vo, V3 Vs V) Vi vy
Vi W,
Demostracion:

|

~

Como los vectores de la base canénica B=1i, |, k} tienen médulo 1y son perpendiculares entre si:

—

=k Jxj=

ixj=k Tixk=-] Jx 0 i i

jxk=1 kxi=] kxj=-

_.1

i xi

K x

~, =i
Il Il
ol O

De aqui tenemos, aplicando la propiedad distributiva respecto de la suma:

UxV = (u17+ u2]+u3IZ)x (v17+v2]+v3I2):

=U,l x (VI+V J+vk)+u jx(VI

)x (v, 7)+ (0T )x (v, T)+ (u,T)x (v k) ( W)+ (U3 )x (v, 7 +(u2T)x(v3lZ)+

—_

=(u,

Aplicando la propiedad del producto de nimeros reales:
=uyv, (( xT)+u,v, (T x J)+uv, (T x IZ)+ U,V (5 %7 )+ u,v, (7% §)+ u,v, (] X IZ)+
+U,V, (IZx T)+ UV, (Ex T)+ u,V, (IZx IZ):
:u1v2IZ+u1v3(— T)+u2v1( k)+u Vil + ULV, J + U,V ( ) TRVA STV RETIVA " SERTIVA IRRTIVA STRVA =
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=(U2V3 —u3V2)iﬁ+(u3v1 _u1V3)T+(U1Vz —Ule)E _ 32 us |-

[ {Uz Uz {Us Uy U Uy
- VZ V3 ’ v3 Vl ’ Vl V2
Ejemplo
% Halla el producto vectorial de los vectores i = (3,1,0) y V = (-1, 4, 2)
i j k
o tool.lo 3.3 1. . . .
ixV=[3 1 0|= i + i+ k=21-6]+13k =(2,-6,13)
| 4 2 2 2 -1 -1 4

4.5. Aplicaciones del producto vectorial

Vector perpendicular a otros dos vectores
Dados dos vectores no nulos # y V linealmente independientes, su producto vectorial serd un vector
perpendicular a ambos.

4.5.1. Base de vectores ortogonales
Dados dos vectores no nulos # y V linealmente independientes, podemos conseguir una base de
vectores ortogonales B = {w,,w,,w, }considerando:

[N}

|

=0

|

|
e i}

v =B ={0,0xV,0x(0xV)}
(G xv)

0o

X
X

)

4.5.2. Area de figuras planas en el espacio

Area de un paralelogramo
Hemos visto que el médulo del producto vectorial de dos vectores coincide con el area del
paralelogramo que tiene por lados esos vectores. En el paralelogramo ABCD podemos calcular su area:

Area= Kéxﬁ

Evidentemente, el drea no variara independientemente de los vectores elegidos.
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Area de un tridngulo
Dado un triangulo ABC, el drea viene dada por la siguiente expresion:

Area — AB x AC

Demostracion:

El tridngulo ABC esta formado por tres puntos no alineados. Ailadimos un cuarto punto para construir
el paralelogramo ABCD.

Este paralelogramo estd formado por dos tridngulos iguales: el triangulo ABC de partida, y el tridngulo
BCD.

El drea del paralelogramo es igual a: Area = ‘ AB x AC'

Como el drea del tridngulo sera la mitad del area del paralelogramo, tenemos:

Area _ AB X AC

Ejemplo
% Halla el drea del tridngulo de vértices A (-1,2,3), B (1,-2,1)y C (2,1, —4).

Consideramos dos vectores con origen Ay extremos B y C respectivamente.
AB =(2,-4,-2) AC =(3,~1,-7)
El drea del tridangulo es la mitad del médulo del producto vectorial AB x AC .

Calculamos el producto vectorial:
i J kK
ABxAC=[2 -4 -2|=
3 -1 =7
Calculamos el médulo:

W%xﬁ‘ =[(26,8,10) =26 +8” +10° =676+ 64+100 =~/840 = 24210

d

‘—4 -2
I +

+
-1 -7 : 3 -1

-7 3

-2 2| |2 —4]. _ . .
" ‘ ‘k:26i+8j+10k=(26,8,10)

De aqui: Area = = =210 u”.
2 2
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5. PRODUCTO MIXTO DE VECTORES

5.1. Definicion

Dados tres vectores U, V y W, se llama producto mixto de U, V y W, y se denota por [d,v,w] al
numero que se obtiene al calcular el producto escalar del primer vector por el producto vectorial de los
otros dos.

[G.v,W]=0-(Vxw)
Ejemplo
% Calcula el producto mixto de los vectores G = (1,3, -2), V=(~1,0,4) y W= (2,1, -5).

i ] ok

_ _ J O 4 - 4 —1 - _1 O — e - e

VxW=|-1 0 4 |= i+ ]+ k=-47+3j-k =(-4,3,-1)
5 1 5 1 -5 -5 2 2 1

[0, Ww]=0-(WxwW)=(1,3,-2)-(-4,3,-1)=-4+9+2=7

5.2. Interpretacion geométrica del producto mixto

Geométricamente, el valor absoluto del producto mixto de tres vectores U, V y W coincide con el
volumen del paralelepipedo definido por ellos.

Demostracion:

Consideramos el paralelepipedo definido por tres vectores U, V y W no nulos y no coplanarios.

La férmula del volumen es:
Volumen = Area de la base - Altura = Area ABCD -h
La base es un paralelogramo, por tanto:

Area ABCD =|V xW|

De aqui tenemos:

Volumen:|VxW|-h
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Por otro lado, aplicando las definiciones de las razones trigonométricas:

sen(90°—a) = % =h=|dl|- sen(90°—a) = h =|0|-cosa
Entonces:

Volumen=|\7xVT/|-h:|VxW|-|U|-cosa:|U|-|\7><vT/|-cosa:[U,V,W]

5.3. Propiedades del producto mixto
1. El producto mixto no varia si se permutan circularmente sus factores.
[a,v,w]=[v,w,d]=[w,ad,v]
2. El producto mixto cambia de signo si se trasponen dos de sus factores.
[a,v,w]=-[v,a,w]=-[w,v,0]=—[a,w,V]
3. Propiedad respecto al producto por nimeros reales.
[Aa,v,w]=[a,0V,w]= [a,V,AwW]= A[d,V, W]
4. Propiedad distributiva respecto de la suma.

[a,v, +v,,w]=[d,v,,w]+[d

]

[G.v,w, + W, |=[a,v, W, |+ [0,V,W, ]

=

v,,

6. El producto mixto de tres vectores es nulo si y sélo si los vectores son linealmente dependientes
(son coplanarios).

[0,9,W]=0< 0-(VxW)=0< 0L (VxW)e 0 escombinacion lineal de V y W
5.4. Expresion analitica del producto mixto

Consideramos el sistema de referencia canénico en el espacio, R = {O,{i , J,K }}

Sean o = (u,,u,,uy), v =(v,,v,,v;) Y W = (w,,w,,w, ). El producto mixto de U ,V y W se puede
expresar mediante el siguiente determinante:

ul u2 u3
[G.v,w]=|v, v, v,
Wl W2 W3

Demostracion:

Los vectores de la base candnica B= {T, ],IZ } verifican:
ikl [fkil=r kngler [fikl=—r Kadl=-r o K Fl=-
Y son nulas todas las ternas en las que alguno de ellos esta repetido.
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Geometria en el espacio - Vectores

Hallamos el producto vectorial aplicando la propiedad distributiva y el producto por nimeros reales:
[6,v,w]= [(u17+uj+u3IZ)(VIT+v217+V3E),(WIT+W2]+W3IZ)]:

— o

ZUIVZWS[T, ],IZ]+ u1v3w2[T,IZ, T]+ u2v1w3[T,T,E]+ U,V,W, [T, IZ,T]+ U,V W, [IZ,T, T]+ U,V,W, [k i,

ul u2 u3
= UV, W, — U VoW, — UV Wy + UL VW, + UV W, —UVLW =V, Y,V
Wl W2 W3
Ejemplo
% Calcula el producto mixto de los vectores G = (-1,2,-4), V=(2,0,-3) y w= (1, -1, 5).
-1 2 -4
[Gv,w]=|2 0 -3|=-6+8-(-3+20)=2-17=-15
1 -1 5

5.5. Aplicaciones del producto mixto

Volumen de un paralelepipedo
Hemos visto que el valor absoluto del producto mixto de tres vectores coincide con el volumen del
paralelepipedo definido por ellos.

_—

Sea el paralelepipedo definido por los vectores 4B, AC y AD , entonces su volumen viene dado por:

S ———

Volumen = ‘[AB AC, AD]‘

Actividad resuelta

# Calcula el volumen del paralelepipedo definido por los vectores a = (1,1,1), b= (0, 1, 2) yc=(2,1,0)

111
v=|lab.c]=|o 1 2/=|o+a+0-(+0+0)[=1 0
210

Volumen de un tetraedro

El volumen de un tetraedro de vértices A, B, C y D es igual a un sexto del producto mixto, en valor
absoluto.

| [AB. AC. AD]‘
Volumen =
h
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Actividades resueltas

%+ Calcula el volumen del tetraedro de vértices A(1,0,-1), B(-2,3,1), C(0,-3,1) y

D (0,4, -1).
AB =(-332) ‘[AB AC.AD| |73 3 2| | L4
AC =(-1-32); =V = =<1 =3 2=2 [—6—8—(6—24)]:6-4:5:3 u?
AD = (~1,4,0) -1 4 0

%+ Calcula el volumen del tetraedro que tiene por vértices A (1,1,1), B (3,0,0), C (0,2,0)y

D (0,0, 6):

AB =(2,-1,-1) 2 -1 -1

AC =(-1,1,-1) :[ﬁ,ﬁ,ﬁ: -1 1 -1/=10-1-1-(1+2+5)=8-8=0
AD = (~1,-1,5) -1 -1 5

HAB AC, AD”_|O|_

Esto significa que los puntos que nos dan no forman ningun tetraedro, sino que todos pertenecen
al mismo plano.

# Calcula las aristas del tetraedro que tiene un volumen de 36 u y cuyos vértices son el origen
cartesiano O (0, 0, 0) y los puntos A (a, 0,0), B (0,a,0)y C (0,0,a):

Hallamos el producto mixto en la forma habitual:

OA =(a,0,0) a 0 0
OB = (0.2.0)! = [0A,08.0C|=|0 a o0|=a’
oC =(0,0,a) 00 a

Planteamos el volumen:
HOA,OB oc]‘
=364}
Y resolvemos la ecuacion:

3
%=36:>a3=6-36=216:a=6 u

Hemos obtenido que las aristas OA, OB y OC miden a unidades, mientras que para obtener las
aristas AB, AC y BC debemos hallar el médulo de los correspondientes vectores:

ﬂé:(—a,a—o):‘ﬁ‘:\/(—a)z+a2+0=«/§-a u
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Geometria en el espacio - Vectores

CURIOSIDADES. REVISTA

Otras Geometrias

Euclides (325 aC — 265 aC), en Los Elementos, partié de
cinco postulados para construir la Geometria. Si alguno
de esos postulados no se cumple, entonces tenemos lo
gue se denomina las Geometrias No Euclideas.

El quinto postulado dice: “Dada una recta y un punto
exterior a ella, hay una Unica recta que es paralela a la /
recta dada y que pasa por el punto”.

Cuando a principios del siglo XIX se intentd demostrar
el postulado por reduccion al absurdo se encontré, con
sorpresa, que no se llegaba a una contradiccién, que se
podian construir geometrias que podian no verificarlo.

De modo independiente, distintos matematicos (Gauss,
Lobachevsky, Bolyai...), en ese intento de demostrar el
quinto postulado llegaron a la Geometria Hiperbalica.

/\ /

La Geometria Hiperbdlica es tan consistente como la Geometria Euclidea, y “su” quinto postulado es:
“Dada una recta y un punto exterior a ella, existen al menos dos rectas paralelas a /la dada que
contienen al punto”. En la geometria hiperbdlica la suma de los tres dngulos de un triangulo es menor
que 180°. Puedes pensar en una geometria hiperbdlica si te sitlas sobre una trompeta.

Si reescribimos el quinto postulado como: “Dada una
recta y un punto exterior a ella, no existe ninguna recta
paralela a la dada que contenga al punto”, se obtiene la
Geometria Eliptica.

o

Imagina que estds en una esfera. Tendrds que redefinir
gué entiendes como “rectas”. Si una recta es el camino
mas corto posible que une dos puntos, tendras lo que se
conoce como lineas geodésicas (los meridianos de un
globo terraqueo). Entonces, por una de esas nuevas
rectas y un punto exterior, todas las rectas que traces
cortan a la primera.

Si lo piensas, cada vez que miras un globo terraqueo
estds viendo algo de Geometria Eliptica.

utilizadas, por ejemplo, en Teoria de la Relatividad, o en el estudio de fendmenos dpticos y

Actualmente las Geometrias No Euclideas proporcionan otras formas de entender el mundo, siendo
propagacion de ondas.
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RESUMEN

Ejemplos

Punto

Posicion en el espacio que no tiene dimensiones
(no tiene largo, ancho ni profundidad).

Se representa con letras mayusculas, P, y se
caracteriza por sus coordenadas (X,Y,2).

Vector

Segmento orientado que escribimos como V y
graficamente se representa por una flecha.

Se caracteriza mediante una terna de valores
llamados componentes (o coordenadas) del
vector que escribimos como (Vi,V2,V3)

Base de un
sistema de
vectores

Se dice que el conjunto de vectores g ,u,,... .0,

forman una base del espacio, y se denota por
B = {{,,0,,...,u, } cuando verifican:

- 0,,0,,., G, sonlinealmente independientes.

n

- Cualquier otro vector se puede escribir como
combinacidn lineal de ellos:

V=AU +A&,-U,+...+A, -0,

n

Punto medio

Dados dos puntos A (a,,a,.a;) Y B (b,,b,.b,), €l
punto medio del segmento AB sera:

de un
a + +b, a,+
segmento M| b',a2 23 b, .
2 2 2
Dados dos vectores U y V, se llama producto
Producto escalar, U-V, al ndmero real que resulta al v
escalar de |multiplicar fel producto de sus mddulos por el o
vectores |coseno del angulo que forman: -
G-V=|U||V] cosa .
Dados dos vectores U y V, se llama producto i
Producto | vectorial, U xV, al vector:
vectorial de - De médulo|Ux\7|=|U|-|\7|-senoc
vectores . Direccidn perpendiculara U y V
- Sentido indicado por la regla de Maxwell
Se llama producto mixto de tres vectores, U, V ;
Producto |y W, al nimero real que resulta de multiplicar ! / P
mixto de | escalarmente a U por el vector resultante del ) !
vectores | producto vectorialde V y W: [

[a,v,wW]=0-(Vxw)
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El producto escalar de dos vectores no nulos U
y V es igual al producto del médulo de uno de
ellos por la proyeccién del otro sobre él:

Proy vV =|\7|-cosa

El angulo entre dos vectores se calcula con la o

Angulo entre | férmula:
u-v u-v o
EECLEAES COS0 = ———— => (L = arccoS———— ~
[a]-]v] [a]-|v] d

El drea del paralelogramo definido por dos
vectores se calcula con la férmula:

Area = |UxV |

El drea del tridngulo definido por dos vectores
Area de un |se calcula con la férmula:

triangulo Area = 1 . | G xV |
2

El volumen del paralelepipedo definido por tres
vectores se calcula con la férmula:

—_— s —

Volumen = | [AB. AC. AD”

El volumen del tetraedro definido por tres
Volumen de |vectores se calcula con la féormula:

1 — — —
un tetraedro Volumen=—- ‘ AB, AC, AD ‘

6
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

1. - Dados los vectores libres:

a) Representa los vectores: ij =26 —¢—2b+3d,V=-da+2b-C+2d y Wz—Za—B—%C’.
b) Halla un vector d talque 2a-b +¢+d =0

2.-Dados da=(2,-1)y b =(— 3, m), halla el valor de m para que sean linealmente dependientes.
3. - Comprueba si son o no linealmente independientes los siguientes vectores:

a) x=(-23)e y=(6,-9)

b) x =(-1,-2,3), y=(-2,0,1), Z=(2,-4,5) y T = (3,2,-4)

c) x =(2,1,0,-1), y=(1,-3,-1,0) y Z = (3,-2,-1,1)

4. - a) Dados los vectores x = (1,3,-2) e ¥ = (3,m,~6), halla el valor de m para que los dos vectores sean
linealmente independientes.

b) Si m=-2, ése puede expresar el vector 7 = (- 1,8,1) como combinacidn lineal de X e y ?

5. - Dados los vectores i = (- 3,4,0), V = (1,-2,2) y W = (0,-m,1), calcula el valor de m para que el vector
U se pueda expresar como combinacion lineal de V. y W.

6. - Dados los vectores x = (1,-2,0), ¥ = (3,-1,2) Y Z = (- m,~1,-2), halla el valor de m para que los tres
vectores sean linealmente dependientes.

En este caso, expresa 7 como combinacion linealde X e y.
7. - Dados los vectores d = (1,1,m), V = (0,m,~1) y w = (1,2m,0), determina el valor de m para que:
a) Sean linealmente independientes.
b) El vector V se pueda expresar como combinacion lineal de U y W, y halla dicha combinacién.
c) Sean coplanarios.
8. - Los vectores % = (1,0,0), § = (- 1,0,1) y Z = (2,1,1), ¢forman una base de V *? En caso afirmativo:
a) Halla las componentes del vector = (3,-2,5) respecto de dicha base.
b) Halla las componentes en la base candnica {T, I,lz } del vector V, si sus coordenadas en la base
{u,v,w } son2,-3y 2 respectivamente.
9. - Halla un punto C que esté alineado con Ay B, y otro punto D que no lo esté.

10. - De un segmento AB, el punto B tiene de coordenadas (-2,0,6) y el punto medio del segmento
tiene de coordenadas M (- 3,2,2). Halla las coordenadas del punto Ay divide el segmento AM en
cuatro partes iguales.
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11. - De un segmento AB, se sabe que AB = (3,—4,—2) y que el punto medio del segmento tiene de
coordenadas M (-1,0,3). Halla las coordenadas de A y B y dividir el segmento AB en 3 partes
iguales.

12. - Dados los puntos A (2,0,1) y B (0,-2,3), halla dos puntos C y D que estén alineados con Ay B, de
manera que uno de ellos (C) esté situado entre ambos y el otro (D) esté situado a la izquierda de A.

13. - De los vectores U y V se sabe que |U| =3,U0-V=-12 y los dos vectores forman un angulo de

120°. Halla|V

, proy , v Y proy ,, U -
14. - ¢Puede haber dos vectores U y V tales que U -V =8 siendo |U| =3y |\7| =27
15. - Dados los vectores G = (2,-3,6) y V = (3,-6,2), calcula:

a) El producto escalar U -V .

b) El médulo de # y el médulo de V.

c) El angulo formado por ellos.

d) El angulo formado por U y U—V.

e) Un vector perpendicular a v que tenga médulo 3. ¢ Cudntas soluciones hay?
16. - Dados los vectores U = (1,—2,2) v V= (4,—4,—2), calcula:

a) El producto escalar 21 -3v.

b) El médulo de u y el médulo de V—0.

c) El dngulo formado por los vectores U y U+V

d) Los cosenos directores de V .

e) Un vector perpendiculara U ya V que tenga mddulo 6.

17. - Calcula las componentes de un vector V que tenga la misma direccién que el vector 4 = (4,-2,1) y

su mddulo sea 3 y las de otro vector W que sea unitario pero con sentido opuesto al vector U.
¢Cudles son los cosenos directores de U ?

18. - Los cosenos directores del vector U son: cosa =0,2, cos =03y cosy=0.87. Si |U| =6,

écuales son sus componentes?
19. - Un vector U forma con los vectores i, y i, de la base ortonormal dngulos de 45° y 60°, y con el
vector (i, un angulo agudo. Si |U| =4, determina las componentes del vector U .
20. - Determina, si es posible, el valor de m de modo que G = (m,-2,3) y V = (- 1,m,1) sean:
a) Paralelos
b) Perpendiculares

21. - a) Calcula el valor de m para que los vectores G = (—1,m,4) yv = (m,-3,2) sean perpendiculares.

b) ¢Qué angulo formaran para m=0 los vectores (G +2v)y (0 -v)?
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Geometria en el espacio - Vectores

22. - De dos vectores ortogonales se sabe que (G +V)- (G -V)=7y |U +\7| = 5. Halla || y |V].
23. - Dados dos vectores U y V , tales que || =16 y (7 +V)- (0 — V)= 24, calcula el médulo de V.
24. - Dados los vectores 4 = (2,3,8) y V = (- 1,2,0) calcula:

a) Las componentes de un vector unitario de la misma direccién que V.

b) Un vector de la misma direccién que V y cuyo médulo sea igual a la proyeccion de U sobre V.

¢) Un vector perpendicular a ambos y de médulo 2.

25. - Sea B = {u,v,w } una base de vectores tal que |U|=2,

v|=3,

V=4, U0-W=3yV-W=12. Calcula el valor de m para que los vectores & =110+ mV +3W y

W| =1y ademas verifica que

=U+2V+W sean ortogonales.

26. - Dados los vectores a = (1,0,1), 6:(2,—1,—2) y € = (1,-3,2), determina un vector unitario (de
maodulo 1) que siendo coplanariocon @ y b , sea ortogonal (perpendicular)a C .

27.- Dos vectores U y V son tales que |U| =4,

\7| =5y |U+\7| =7 .¢Qué angulo forman?
28.-Sean U y V dos vectores tales que |U | =3 y |\7| =4.Si U y V forman un angulo de 30°, halla:
a)U-Vy(@-v) (20-v)
b) [G-V]y|20-V|
c) El dngulo que forman los vectores (o — V) y (20 - V)
29. - Determina, si es posible, el valor de o de modo que los vectores d = (1,a,2) Y V = (1,-2,~a):
a) Sean paralelos.
b) Sean perpendiculares.
c) Formen un angulo de 60°.

30. - Halla todos los vectores de médulo 3 que formen un angulo de 30° con 4 = (1,-1,1) y de 135° con
v = (-11,0).

31. - Halla todos los vectores de médulo 6 que formen un angulo de 90° con d = (1,-1,0) y 45° con
v =(-1,0,1).

32. - Dados los vectores 4 = (1,2,-2), V = (- 1,0,3) y W = (2,-1,-2), calcula:

a)|d

, WxV| y |(Ux\7)xVV|
b) v-(@xw)y (axV)-(Vxw)
33. - Dados los vectores i = (1,4,-8), vV = (1,-1,0) y w = (2,1,-1) halla:

a) |\7| y (U xV)-(Vxw)

b) ||, [Vx W]y | (0 xW)x V]|
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Geometria en el espacio - Vectores

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

- Dados los vectores a = (1,-3,3), V = (4,0,-3) y W=-20+3V, calcula:

,—3
a) |W WXV| y |Wx(U><\7)|

B) (0 w), ¥ w) y | (@ 9)-(7 )
- Dados los vectores 4 = (1,-1,1) y V = (2,3,4) calcula:
a) El moédulo de U y de V y el angulo que forman.
b) El producto vectorial de U y de V.
c) Un vector unitario que sea ortogonala zi y V.
d) El rea del paralelogramo que tiene por lados los vectores i1 y V.
- Dados los vectores U = (— 1, m,2), V= (2,—1,—4) y W= (3,—1,—5), se pide:
a) El valor de m para que los vectores U y v tengan distinta direccidn.
b) El valor de m para que los vectores U y V sean ortogonales.
c) Un vector que tenga mddulo 3./6 y que sea perpendicular a los vectores V. y 2V — W.
- Dados los vectores U = (1,1, m),\7 = (O, m,—l) y W= (1,2m,0), determina el valor de m para que:
a) Sean linealmente independientes.
b) El vector V se pueda expresar como combinacién lineal de los vectores G y W.
Halla dicha combinacién.
c) Sean coplanarios.
d) El drea del paralelogramo determinado por los vectores V y W valga 125 u?,

- En un sistema de referencia ortogonal R ={0,0,,(,,(d, |, donde G, =1,

0,|=2vy|u|=2,
tenemos los vectores @ =, + U, — 20, y b =20, — U, + 0. Con estos datos se pide:

a) u,-u,, 4, -d,, U, -

<l

27 Us 'Us

b)ya-b,|a

5‘ y angulo que forman a vy b.

’

c) U, xu,, U, xu,, U, xU,, bxa y area del tridngulo determinado por a y b.
d) Repite los apartados anteriores en el caso de ser un sistema de referencia ortonormal.
- Encuentra un vector X que tenga de médulo 3, y tal que si y = (3,—3,0) verifique: Xx Yy = (6,6,3).

- Sean A(m—2, m,-5), B (m,l,—S) y C (~13,m) los vértices de un tridngulo ABC. ¢Cuénto vale m
para que el triangulo sea rectangulo en B?

- Los vértices de un triangulo ABC son A (A,Z,—l), B (5,3,—4) y C (7, k,—2). éCuanto vale A para que
el tridngulo sea rectangulo en B?

- Dos vértices consecutivos de un paralelogramo son A (1,1,1) y B (0,2,0). Si O (O,(),l) es el centro de
dicho paralelogramo, halla las coordenadas de los otros dos vértices y el drea del paralelogramo.
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Geometria en el espacio - Vectores

43.

44,

45.

46.

- Dados los puntos A(— 4,2,—1), B (— 1,1,1) yC (2, m,3), se pide hallar el valor de m para que los tres
puntos:

a) estén alineados.

b) formen un tridangulo rectangulo donde B =90°.

c) formen un tridngulo isdsceles, siendo A el angulo desigual.
d) formen un triangulo de area V52 WA

- Dados los puntos A(l,l,—l), B (— 1,—1,0) yC (3, m,—2), se pide:
a) Hallar para qué valores del pardmetro m estan alineados.

b) Hallar si existen valores de m para los cuales A, B y C son tres vértices de un paralelogramo de
area 2\/5 u’ y, en caso afirmativo, calcularlos.

c) Hallar para qué valor de m formaran un tridngulo rectangulo en B, y calcular el area.
- Dados los puntos A (0,0,-1), B (1,0,~2), C (0,,—2) y D (L,11) calcula:

a) El dreay el perimetro del tridngulo de vértices A, By C.

b) El volumen del tetraedro cuyos vértices son A, B, Cy D.

c) El volumen del paralelepipedo determinado por esos cuatro puntos.

d) El area de una de las caras laterales.

- Sea la piramide de vértices A(0,1,-1), B(1,1,0), C (~1,1,0) y D (1,-2,2), calcula:

a) El area del paralelogramo determinado por los puntos A, By C.

b) El drea de cada cara.

c¢) Su volumen.
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Geometria en el espacio - Vectores

AUTOEVALUACION

1. Dados los vectores de componentes (1, 3, —2) vy (3, X, —6), indica el valor de X para que los dos
vectores sean linealmente dependientes.

a)6 b) 9 c)-3 d) -6

2. El médulo del vector de origen A(—2, 3, —2) y extremos B(2, 0, —2) es:
a) V82 b) 25 ¢) V41 d)s
3. Dados los vectores U = (1, -3, 5), V= (— 6,3, 0) el vector W=30 —2V tiene de componentes:
a) (15, —15, 15) b) (9, —15, 15) c) (15, 15, 15) d) (15, —12, 15)
4. Dados los puntos A(4, -1, 5) y B (2, 7, —5), las coordenadas del punto medio del segmento AB son:
a)(3,3,0) b) (6, —6, 10) c) (3,4,0) d) (6, —4, 10)
5. Dados los vectores U = (1, -3, 5), V= (— 6,3, 0), su producto escalar es:
a) 15 b) —15 c)-3 d) -6
6. Dado el vector V =(—6,3,0) indica cual del los vectores i es ortogonal a él:
a) i=(1,-3,5) b) G=(1,-2,5) ) i=(1,2,7) d) i =(2,5,5)

7. Dados los puntos A(4, -1, 5), B (2, 7, —5) y C(6, -7, 16) el area del triangulo construido sobre ellos
es:

a) 150 b) 0 c) 30 d) 64/41
8. Dados los vectores U = (1, -3, 5), V= (— 6,3, O), su producto vectorial es:

a) UxV=(-15-30,-15) b) UxV=(151515) c) ixV=(~1530,-15)  d) GxV=(15-30,15)

9. Dados los vectores U = (l, -3, 5), v =(— 6,3, O) y W= (1, 1, 1), su producto mixto es:
a) —60 b) 45 c)-15 d)o

10. Dados los vectores U=(l,—3,5), \7=(—6,3, O) y \T\Iz(l,l, 1), el volumen del paralelepipedo
construido sobre ellos es:

a) 60 b) 45 c) 15 d)o
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Geometria en el espacio - Vectores

Apéndice: Problemas de vectores en las P.A.A.U.
(1) Busca el area del poligono de vértices A(4,7,8), B (2,3,4), C (— 1,—2,1) y D (1,2,5).

(2) Las coordenadas de los puntos medios de los lados de un triangulo ABC son M (1,0,0), N ((),1,0) y
P (0,0,1).
a) Obtén las coordenadas de los vértices A, By C del tridngulo.
b) Halla el area del triangulo.

(3) Los puntos P (2,0,0) y Q (0,4,2) son dos vértices de un tridngulo isdsceles. Obtén las coordenadas
del tercer vértice sabiendo que el punto es de la forma R (X,O,20). ¢Es Unica la solucién?

(4) Se considera el paralelepipedo cuyos vértices de la cara inferior son los puntos A(— 1,1,0), B (0,1,1),
C(3,0,0) y D(2,0,~1) con Ay C vértices opuestos. Sea A'(~3,1,0) el vértice adyacente a A en la
cara superior. Calcule:

a) Los vértices de la cara superior.
b) El volumen del paralelepipedo.

(5) Sean los puntos A(X,4,3), B (1,2,2) yC (— 1,(),1).

a) éPara qué valores de X los puntos no forman un triangulo?

b) Con x =1 calcula el 4drea del tridngulo que forman los puntos.

(6) Si @, b y C son vectores del espacio, indica cudl o cudles de las siguientes expresiones no tienen

sentido:
a-b-c) axlpxc) ab+c  (@b)xc |a|b  (a-b)(-a)

(7) Sean &, b y C tres vectores linealmente independientes. Indica cual o cudles de los siguientes pro-

ductos mixtos vale cero:
G+ca-ca+b+c] [a+cba+b]  [a-cb-cc-a

(8) Sefiala si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. En caso de ser ciertas, justificalas; en

caso contrario, pon ejemplos que lo confirmen.

a) El producto mixto de tres vectores cualesquiera no nulos es siempre distinto de cero.

b) Si &, b y € son tres vectores del espacio tridimensional R® no nulos que satisfacen la condicién
" c

y
d-b=a-c, entonces se verificaque b =C.

Cl=4y d+b+¢ =0 calcula la siguiente

(9) Dados los vectores a, b y C, tales que |é| =3, 5‘:1,

suma de productos escalares: a- b+b-c+a-c.
(10) Dados los puntos A(2,-2,1), B(0,1,-2), C (-2,0,4) y D (2,-6,2):

a) Prueba que el cuatrilatero ABCD es un trapecio (tiene dos lados paralelos) y halla la distancia en-
tre los dos lados paralelos.

b) Halla el area del triangulo ABC.
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Geometria en el espacio - Vectores

(11) ¢Es siempre cierto que (ﬁ —B)X (é + 5)= 2~(§x 5)? En caso afirmativo, justificalo; en caso contra-
rio, pon un ejemplo que lo confirme.

(12) Dados los puntos A (2,0,—2), B (3,—4,—1), C (5,4,—3) y D (0,1,4) calcula:

a) El area del triangulo de vértices A, By C.

b) El volumen del tetraedro cuyos vértices son A, B, Cy D.
(13) a) Demuestra que si tres vectores V,, V, y V, son perpendiculares entre si entonces se verifica:

_ _ — |2 |2 — |2 — 12
|V, +9, +V, | = [V, | +|V, | +]V, ]
donde | W| denota el médulo del vector W .
b) Dados los vectores V, = (1,1,—1), V, = (1,0,1) halla un vector V, tal que:

— — — |2 _ |2 — |2 — |12
Vo +V, 0 | =V |V, ||

c) Dado el vector V = (1,2,3), halla los vectores V, y V, que cumplan las tres condiciones siguientes:
a) V, tiene sus tres coordenadas iguales y no nulas;
b) V, es perpendicular a V,
c) V=V, +V,
(14) Los puntos A(l,l,l), B (2,2,2) yC (1,3,3) son tres vértices consecutivos de un paralelogramo.
a) Halla las coordenadas del cuarto vértice D y calcula el area de dicho paralelogramo.
b) Clasifica el paralelogramo por sus lados y por sus angulos.
(15) Sean A, By C tres puntos del espacio tridimensional que verifican la relacién CB=-3.AB
a) Calcula el valor que toma k en la expresién AC =k - AB
b) Si A(1,2,—1) y B (3,6,9), halla las coordenadas del punto C que cumple la relacién de partida.
(16) Se consideran los puntos A(1,a0), B (1,,a-2)y C (1,-1,a).
a) Comprueba que no estan alineados, cualquiera que sea el valor que tome el pardmetro a.

b) Halla el area del triangulo que determinan los tres puntos.
(17) Resuelve la siguiente ecuacion vectorial:
xx(2,,-1)=(1,3,5)
sabiendo que | 7(| - 6.
(18) Dados los vectores U = (a,1+ a,2a), V= (a,l, a) y W= (1, a,l), se pide:
a) Determina los valores de a para que los vectores i, Vy W sean linealmente dependientes.

b) Estudia si el vector C = (3,3,0) depende linealmente de los vectores U, Vy W para el caso a = 2.

c) Justifica razonadamente si para a = 0 se cumple la igualdad U - (\7 X \Tv) =0.
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Resumen

En este capitulo se inicia el estudio de la Geometria Analitica en el
espacio de dimension tres, con las ecuaciones de las rectas y de los
planos que nos permiten conocer si una recta esta contenida en un
plano, lo corta o es paralela a él, cudles son las posiciones relativas de
dos rectas en el espacio, y lo mismo, de dos planos.
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Rectas y planos en el espacio

1. LA RECTA EN EL ESPACIO

1.1. Ecuacion vectorial de la recta

Una recta I en el espacio viene determinada por un punto P, € ry un vector v.

- Elvector OP, se denomina vector de posicién del punto P,.

- Elvector V se denomina vector director, y su direccién es paralela a la de la recta.

El vector OP, +1-V es un vector que tiene su origen en O y cuyo extremo es un punto de la recta r. Es
decir, para cada valor del pardmetro t es el vector de posicién de un punto P de la recta.

Se llama ecuacidn vectorial de la recta r a la expresion:
OP =0P, +t-V

donde P(x,y,z) es un punto genérico de la recta, OP, = (xo,yo,zo) es el vector de posicién de un

punto dado de la recta P, e r, \7:(V1,V2,V3) es un vector director de la recta y t es cualquier nimero
real.

A partir de la ecuacién anterior, para cada valor de t obtendremos un punto de la rectar.

1.2. Ecuaciones paramétricas de la recta

Si expresamos la ecuacion anterior en coordenadas, tenemos:

(X, Y, Z):(XO=YOaZo)+t'(Vlavzavs)

igualando coordenada a coordenada, obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta:

X=X, +t Vv
y=Y,+t-v,» conteR
Z=17,+t-v,
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Rectas y planos en el espacio

1.3. Ecuacion continua de la recta
A partir de las ecuaciones paramétricas, despejando t e igualando, obtenemos la ecuacién continua:

= X=X,
X=X, +t-V, X=X, =t-v, Vi
_ _ _ Y=Y | lando:
y=Yy,+t-v,, =>y-y,=tv, =>t= y = Igualando:
z2=17,+t-v, z-17,=t-v, t_z_220
V3

X=X, _ Y=Y _ -1,
Vv, v, Vv,

1.4. Ecuaciones implicitas o cartesianas de la recta
A partir de la ecuacion continua, separando las igualdades y agrupando todos los términos en un

miembro, obtenemos las ecuaciones implicitas de la recta:

X=X, — Y—Y,
\'A v, VZ(X—X0)=V1(y—y0) Vo X =V Xo =ViY=ViY,
= = =
X=X _2-1, Vi(x=%,)=V,(z2=2,) | vix=vyx, =v,2-V,z,
v, Vs
De donde:
VX =V Y+ (V,y, —V,%,)=0] Ax+By+C=0
=
VX =V, z+(V,Z, —V,%,)=0 A'x+B'z+C'=0
con:
A=v, , B=_Vl'CZVIyO_VZXO
" , " _
A=v;, B'=—v,, C'=V,Z, —V;X,
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Actividad resuelta

4 Calcula, en todas las formas estudiadas, las ecuaciones de la recta que pasa por el punto
A (1, - 2, 3) y tiene por vector director v = (- 5,4, 2).

En coordenadas, la ecuacién vectorial es:
(X3 y’ Z): (19 29 - 3)+ t : (_ 5, 4, 2)

Para obtener las ecuaciones paramétricas igualamos coordenada a coordenada:

x=1-5t
y=2+4t : conte R
z=-3+2t

Despejando t, hallamos la ecuacién continua:
g X1
X=1-5t X—1=-5t -5
y—-2
y=2+4t }=>y-2=4t :t:T
Z=-3+2t z+3=2t ) 743
==

o Xx—=1 _y-2 7+3
-5 4 2

=t

Operamos para eliminar las fracciones y hallamos las ecuaciones implicitas:

X-1 y-=2
Xx—1 y-2 743 5 4 4-(x-D)=(-5-(y-2) [4x-4=-5y+10
= = = = =
-5 4 2 y-2_z+3 2-(y-2)=4-(z2+3) 2y—-4=4z7+12
4 2
De donde:
4x+5y-14=0
2y-4z-16=0

Estas dos ecuaciones son realmente un sistema, y podemos sustituirlo por cualquier otro sistema
equivalente a él, obtenido combinando linealmente las ecuaciones.

Actividades propuestas

1. Escribe la ecuacidon vectorial, paramétrica, continua e implicita de la recta que pasa por el punto
A (-1, -4, 2) y tiene por vector director v = (-3,-1, 5)

2. Escribe la ecuacion vectorial, paramétrica, continua e implicita de la recta que pasa por el punto
A (4, -3,-2) y tiene por vector director v = (- 1,0, 6)

3. Escribe la ecuacidn vectorial, paramétrica, continua e implicita de la recta que pasa por el punto
A (0,1, 0) y tiene por vector director v = (- 2,0, 0)
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Rectas y planos en el espacio

1.5. Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos

Para hallar la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos A y B basta con hallar el vector AB y
utilizarlo como vector director. Siendo A(al,az,a3) y B (bl,bz,b3), facilmente podemos hallar:

ﬁ:(bl_alabz_azabs_%)

y utilizar A o B como punto para sustituir en cualquiera de las ecuaciones vistas antes, siendo la mas
frecuente la ecuacion continua:

X=X :y_yo _ L1 X-a _y-a I-8

O bien:

Actividad resuelta

4 Determina la ecuacion continua y las ecuaciones implicitas de la recta que pasa por los
puntos A (2,-3,1)y B (4,5, -1).

Considerando el punto A y tomando como vector director AB = (2, 8, — 2), la ecuacion es:
X=X, _ Y-Y, Z1-1, - X—2 _ y+3 _ z-1

v, v, A 2 8 -2
A partir de la ecuacién continua se obtienen las ecuaciones implicitas como vimos antes:
X—=2 y+3
g :>8x—16:2y+6 :>8x—2y—22:0
x=2_z-1 —2X+4=27-2] -2x-2z+6=0
2 -2

Ya dijimos que las ecuaciones implicitas no son Unicas, podemos combinarlas linealmente y seguiran
siendo la ecuacion de la misma recta. En primer lugar, podemos simplificarlas:
4x-y-11=0
r: (1)
X+z2-3=0
y ahora podemos sustituir cualquiera de las dos por una combinacién lineal de ellas. Si, por ejemplo,
operamos para eliminar la X en la segunda ecuacion:
4x-y-11=0 4x-y-11=0
r-
X+2-3=0—5-5| y+4z-1=0

4x2°%ec—1°ec

(2)

llegamos a las ecuaciones implicitas que obtendriamos si en la ecuacién continua hubiéramos utilizado
las fracciones segunda y tercera.
Si en la ecuacién (1) operamos cualquier otra combinacion lineal:

.{4x—y—11:0—>{2x—y—2z—5:0

1°ec—2x2°%ec

X+7-3=0——" >

3x2°%ec—1°ec

-X+y+3z+2=0

las coordenadas de A y B siguen verificando ambas ecuaciones.
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Rectas y planos en el espacio

Actividad resuelta
4 Halla el vector director de la recta dada por las siguientes ecuaciones implicitas:
| ox+y+z-2=0
r'{—x+y+3z+2=0
Para hallar el vector director de la recta, debemos llegar a las ecuaciones paramétricas. Basta resolver
el sistema dejando a dos de las variables en funcidén de la tercera que, en este caso, resulta mas facil si

{ X+y+2-2=0 { X+y=2-1
=

despejamos X e y en funcién de z:

- X+y+3z+2=0 —X+y=-2-3z
Sumando y restando las ecuaciones miembro a miembro obtenemos:
X+y=2-12 X+y=2-12
{—x+y=—2—3z {—x+y=—2—3z
Suma: 2y=-4z Resta: 2x=4+2z2
y=-22 X=2+12
X=2+12 X=2+t
Por tanto, las ecuaciones parameétricas son de la forma: y=-27 =>y=-2t conte R
71=1 z=t
Y el vector director es: V=(1,-2,1)

Actividad resuelta
+ Determina las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A (1,1,1) y B (2,1, 2).

Considerando el punto A y el vector director AB = (1, 0, 1), las ecuaciones paramétricas son:
X=1+1-t X=1+t
y=1+0-t;} =>y=1 conte R
z=1+1-t z=1+t

Observa que NO podemos despejar t en la segunda ecuacion, por lo que no podemos llegar a la ecuacidn
continua. Esto se debe a que una de las componentes del vector director es 0, y no podemos dividir por
0.

Si podemos obtener las ecuaciones implicitas, eliminando t combinando la segunda y tercera
ecuaciones:

y=1 y=1
y=1+0-t :>X=1+t} = =
7=1+1-t z=1+t B
Actividades propuestas
4. Escribe las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A (0, 0, 0) y B(3, -4, 1).

5. Escribe las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A (3,-2,6)y B (1,-5,7).

6. Escribe las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A (2, -1,6)y B (7,-2,-1).
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Rectas y planos en el espacio

2. ECUACIONES DEL PLANO EN EL ESPACIO

2.1. Ecuacion vectorial del plano

Un plano © en el espacio viene determinado por un punto Py e n y dos vectores U y V de

componentes no proporcionales paralelos al plano.
- Elvector Cﬁ se denomina vector de posicion.
- Losvectores U y V se denominan vectores directores del plano.
El vector OTDO+7VU+H-\7 es un vector que tiene su origen en O y cuyo extremo es un punto del
plano m dado.
Z 4

4

X
Se llama ecuacioén vectorial del plano 7 a la expresion:
OP =0OP, +A-U+p-V

donde P(x,y,z) es un punto genérico del plano, OP, = (xo,yo,zo) es el vector de posicién de P,,
U:(ulauzsus) y \7=(V1,V2,V3) son los vectores directores del plano y A y p son dos ndmeros reales

cualesquiera.

A partir de la ecuacion anterior para cada par de valores de A y 1L obtenemos un punto del plano .

2.2. Ecuaciones paramétricas del plano
Si expresamos esta ecuacion en coordenadas, tenemos:

(X, ¥,2) =Xy, Yo Zg )+ M- (U, Uy, Uy )+ - (v, V5,5 )
Operando:

(x,y,z)z(xo,y0,20)+(7»-u1,7»-uz,k-u3)+(u-v1,u-v2,u-v3)
(X, ¥, 2) = (X, + XUy + Vi, Yo + AUy -V, Zg + AUy +1-Vy )
igualando coordenada a coordenada, obtenemos las ecuaciones paramétricas del plano:
X=X, +A-U +pn-v,
Y=Y, +A-U,+pn-V,»,conkypeR
Z=Z,+A U+ -V,
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Rectas y planos en el espacio

2.3. Ecuacion general o implicita del plano
A partir de la ecuacién vectorial:

cﬁ:cﬁm.mu.v:cﬁ—cﬁ:x.mu.v

_—  —s —s —

Como @—ﬁ:@—(—@):OP+POO: P,O + OP :ﬁ tenemos: ﬁ:k-ﬁﬂt-v

——

Lo que significa que, aunque tenemos tres vectores (POP, U,V), sélo dos son linealmente

independientes. Si expresamos esta ecuacion en coordenadas:
(X=%0» Y= Y92 =24 ) = A (U, Uy, Uy )+ - (v,,V,, V4 )
y, por tanto:

X=Xo Y=Yy 2-2
Rango| u, u, u, [=2
Vl V2 V3

Si el rango de esta matriz es 2, no sera posible encontrar un menor de orden 3 no nulo y el
determinante de la matriz ha de ser 0.

X=Xy Y=Y, Z2-1,

V1 V2 V3 V2 V3 Vl V2 V3
Yo 2
u2 u3 ul u3 ul u2 ’ ’ ’
X- -y +z -lu, u, u;|=0
V2 V3 Vl V3 V1 VZ
1 V2 V3

Desarrollando los determinantes obtenemos cuatro valores reales, de modo que la ecuacién final es de
la forma:

Ax+By+Cz+D=0 con A,B,C,DeR

Actividades resueltas
4 Calcula, en todas las formas estudiadas, las ecuaciones del plano que pasa por el punto
A (1, -2, 3) y tiene por vectores directores G = (1,2,3) y v = (-5, 4, 2).

En primer lugar, comprobamos que los vectores que definen el plano no son paralelos, algo evidente al
no ser proporcionales. Empezamos escribiendo la ecuacion vectorial:

(x,y,z2)=(01,-2,3)+1-(1,2,3)+ pn-(-5,4,2)
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Rectas y planos en el espacio

Igualamos coordenada a coordenada y obtenemos las ecuaciones paramétricas:

X=1+A-5n
y=-24+2A+4u;,coniype R
Z=3+4A+2p
Reescribimos el sistema en A y u para llegar a la ecuacion general:
A=5Spu=x-1
2 +4p=y+2
4 +2u=2-3

El sistema sélo tendrd solucion cuando la matriz ampliada del sistema tenga rango dos, es decir,
cuando el determinante sea nulo:

I -5 x-1
2 4 y+2|=0=>
4 2 7-3

4-(z-3)+4-(x=1)=20-(y+2)-16-(x=1)+10-(z=3)-2-(y+2)=0
47 -12+4x-4-20y-40-16x+16+102-30-2y-4=0
= —12x-22y+14z2-74=0
Podemos simplificar la ecuacién obtenida como:

6X+11y-72+37=0

+ Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto A (1,0, 0) y es paralelo a las rectas:

x-1 vy z+2 X=2 y+1 z-3
rN—s==—=——y S: = =
1 2 3 2 1 -1
Si el plano es paralelo a las rectas, los vectores directores de las mismas v_y V, son paralelos al

plano y pueden usarse como vectores directores del plano. Junto con el punto dado operamos:

1 2 x-1
mw: (2 1 Yy [=0=...=>n:-5x+7y-3z+5=0
3 -1 z

+ Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto A (1,0, 0) y contiene a la recta

x=1 'y z+2

r-—==

1 2 3
Con esta recta conocemos un punto B (1, 0, —2) y su vector director V = (1, 2, 3). Si r estd contenida en

el plano, lo estan todos sus puntos y su vector director. Asi, tenemos dos puntos del plano (Ay B) y un

vector. Hallamos la ecuacidon del plano definido por el punto Ay los vectores V. y AB:

_ I 0 x-1
v=(1,2,3)
— =>n:2 0 y |[=0=>n:2Xx-y-2=0
B=(0,0,2)
3 2 z
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Rectas y planos en el espacio

2.3.1. Vector normal del plano
Si en la ecuacion general del plano:
Ax+By+Cz+D=0 con A B,C,DeR

recordamos los determinantes de los que proceden los valores de A, By C:

Xo Yo 2
0 0 0
2 3 ul u3 ul u2
X- -y- +12 —-{u, u, u;l=0
V2 V3 Vl V3 Vl V2
Vl V2 V3
observamos la forma caracteristica del producto vectorial:
i ] k
U, Uy| -~ |U U] -~ |U U, | ~
T T e R B I I O e e L
V2 V3 Vl V3 V1 V2
vV, Vv,

Es decir, el vector de componentes (A, B,C) es perpendiculara U y V vy, por ende, al propio plano.
Se llama vector normal del plano n: Ax+By+Cz+ D =0 al vector:

i=(AB,C)
que es perpendicular al plano.

Actividad resuelta
+ Determina el vector normal al plano m:2x+y—-z2-2=0.

Segun lo explicado antes, basta con identificar las componentes del vector con los coeficientes:

A=2
Ax+By+Cz+D=0 ﬁ - . = . . -
= B=1}=>n=21+1j-1lk=>n=2i+]-Kk

2X+y-z-2=0 Col

2.3.2. Ecuacion del plano dado su vector normal y un punto

Dado un punto A(al,a2,a3) y el vector normal del plano i :(A,B,C), podemos hallar la ecuacién
general del plano aprovechando la condicion de perpendicularidad vista en el capitulo anterior:

ULvVveu-v=0

Si llamamos P(x, y,z) a un punto genérico del plano, en la figura 1'T

vemos que los vectores AP y fi son perpendiculares. Por tanto: |
A P
-

FLAP < fi-AP=0=(AB.,C)(x-a,y-a,,z-a,)=0

Operando:
A-(x-a)+B-(y-a,)+C-(z-a,)=0
Que es la ecuacion del plano dado un punto y su vector normal.
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Rectas y planos en el espacio

Actividades resueltas
4 Determina la ecuacion del plano 7 cuyo vector normal es i = (— 1,2, O) y pasa por el origen

El origen es el punto de coordenadas (0, 0, O), por tanto:
n:A(x-a)+B-(y-a,)+C-(z-a,)=0=n:(-1)-(x-0)+2-(y-0)+0-(z-0)=0
Es decir:

T:—X+2y=0

4 Determina la ecuacion del plano & que pasa por el origen y es perpendicular a la recta:

1_z+2
2 3

r:

x=1
1

Si el plano es perpendicular a la recta, el vector director de ésta puede utilizarse como vector normal al
plano, es decir:

V=(1,23)=fi=n:1-(x-0)+2-(y-0)+3-(z-0)= 0= m: x+2y+32=0

2.4. Ecuacion segmentaria del plano

Si en la ecuacién general del plano D # 0, podemos dividir ambos términos entre D y obtenemos:

Ax+Ey+Ez+E=O:> Ax+B'y+C'z+1=0
D D D D

Representando un plano genérico, que D # 0 nos garantiza que cortard a los tres ejes cartesianos:

Si denominamos los puntos de corte como A(a, 0,0), B (0,b,0)y C (0,0,c), como todos pertenecen

al plano deben verificar la ecuacién del mismo, es decir:
]

Punto A: A“a+B"“0+C"-0+1=0
n:A'X+B'y+C'z+1=0=<Punto B: A“0+B"“b+C"-0+1=0
PuntoC:A“0+B-0+C"c+1=0

despejando: -1 ; X .
Ala+1=0=> A=—
a
B’-b+1:0:>B':_—1:>n:_—lx+_—ly+_—lz+1:0 3L
b a b c
C'-c+1:0:>C’:_—1
c

o, multiplicando por —1:

X YA
ERARD AL

a b c
que es la ecuacién segmentaria del plano.
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Rectas y planos en el espacio

Actividad resuelta
+ Determina la ecuacion segmentario del plano n:X+2y—z2+2=0

El término independiente de la ecuacidén segmentaria es (-2), asi que dividiremos ambos términos de la
ecuacion del plano dado entre (-2):

x+2y—z+2203i+i+§_120

T:X+2y-2+2=0=
-2 -2 -1

Podemos deducir facilmente que el plano pasa por los puntos:

A(-2,0,0), B(0,-1,0), C(0,0,2)

2.5. Ecuacion del plano que pasa por tres puntos

El apartado anterior nos muestra la forma en la que podemos hallar la ecuacién del plano que pasa por
tres puntos. Si A (al,az,a3), B (bl,bz,b3)y C (Cl,cz,c3), pertenecen al plano de ecuacion

Ax+By+Cz+D=0
Sus coordenadas deben verificar la ecuacidn simultdneamente, es decir, tenemos el sistema:

Ax+By+Cz+D=0
A-a,+B-a,+C-a,+D=0
A-b,+B-b,+C-b,+D=0
A-c,+B-c,+C-c;+D=0
Por extrafio que parezca, en este sistema las incégnitas son los coeficientes A, B, C y D. Sin embargo,
con la ecuacion segmentaria vemos que realmente sélo necesitariamos tres incognitas. Para resolver un

sistema en la que una incdgnita no es del todo necesaria, podemos afiadir una cuarta ecuacién que
tampoco sea necesaria, la propia ecuacion del plano. Asi, expresando el sistema en forma matricial,

X y z 1)[A 0
a a, a, 1|/|B| |0
b, b, b, 1/]C| |0
c, ¢, c 1 D 0

—_

2

w2

Para que la solucidn sea Unica, el determinante de la matriz debe ser nulo, es decir:

X y z 1

a a, a, 1 ~0

b, b, b, 1

C, C, G, 1
Que es la ecuacion del plano que contiene a tres puntos.
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Rectas y planos en el espacio

Actividades resueltas
4+ Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos A (1, 0, 1), B (O, 1, 1) yC (1, 1, 0).
Podriamos resolver el problema hallando la ecuacion del plano que pasa por el punto A y tiene como

vectores directores a AB y AC , siguiendo los pasos dados en el apartado 2.3:
(x,¥,2)=(1,0,1)+A-(~1,1,0)+pu-(0,1,—1)

-A =x-1
Operando llegamos a: A+u=y
-u=z-3

Que se resuelve rapidamente sustituyendo A y p en la ecuacion:
-A =x-1
A+p=y =-(x-1)-(z-3)=y=>x+y+2-4=0
-u=2z-3
En este ejemplo no fue muy dificil desarrollar la ecuacion a partir de las ecuaciones paramétricas, sin
embargo, en general es mas rapido calcular un Unico determinante:

Xy z 1
I 0 11
01 1 1]
I 1T 01
Desarrollando por los elementos de la primera fila obtenemos:
0 1 1 I 11 1 01 I 0 1
I 1 1{-x-{0 1 T1[-y+{0 1 1|-z—=]/0 1 1|=0
1 01 1 01 I 11 1 1 0
Es decir: -D-x-1y+(-1)-z2-(2)=0=>-x-y—-2+2=0

4+ Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos A (2, 0, O) ,B (O, -2, O) yC (O, 0, 5).
Observando que los puntos A, B y C pertenecen cada uno a un eje coordenado podemos plantear
directamente la ecuacién segmentaria del plano:

LA AN ) P A )
a b c 2 25
+ Halla la ecuacicn del plano que pasa por los puntos A(1,0,0), B (0,1,0)y C (0,0,0).

Si el punto C no fuera el origen, podriamos plantear la ecuacidon segmentaria del plano. Debemos, sin

Xy z 1
] 1 0 0 1
embargo, plantear el determinante: =0
01 01
0 0 01
Desarrollando por los elementos de la tercera columna obtenemos:
Xy z 1
1 01
1 0 01
=0=>+2z-{0 1 1/+0-...=0=>2=0
01 01
0 0 1
0 0 01
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Rectas y planos en el espacio

2.6. Condicion para que cuatro puntos sean coplanarios
Los puntos A (al,az,a3), B (bl,bz,b3), C (Cl,cz,c3)y D (dl,dz,d3) son coplanarios cuando pertenecen
a un mismo plano. Si la ecuacién de dicho plano es:
Ax+By+Cz+D=0 con A B,C,DeR
ya vimos que podemos dividir ambos términos entre D y dejar la ecuacién con sélo tres coeficientes:
A'x+B'y+C'z+1=0

Si redefinimos A’, B’ y C’ como —A, —B y —C obtenemos la ecuacion reescrita como: Ax+By+Cz=1
Si los cuatro puntos pertenecen al plano, sus coordenadas respectivas deben verificar la ecuacidn

A-a,+B-a,+C-a; =1

A-b,+B-b,+C-b, =1

A-c,+B-c,+C-c, =1

A-d,+B-d,+C-d; =1

simultaneamente, es decir, tenemos el sistema:

a a, a 1
1 2 3 A
| b b, b !
Expresando el sistema en forma matricial, | B|=
c, C, ¢ 1
C
d, d, d, 1

Para que la solucidn sea Unica, el determinante de la matriz ampliada debe ser nulo, es decir:
a, a, a, 1

b b, b, 1
1 2 3 :0
c, ¢, ¢ 1
d d, d, 1

Esta condicion es valida incluso cuando los puntos estan alineados u otras condiciones que impliquen
un rango mas pequeno de la matriz.

Otra forma de resolverlo es comprobar que los vectores AB , AC y AD son linealmente dependientes,
es decir, comprobando si el determinante formado por sus componentes es nulo:

b—a, b,—-a, b,-a,

c,—-a ¢C,—a, C;—a,|=0

d—-a d,-a, d,-a,

Esta estrategia es el segundo concepto basico para resolver casi cualquier problema
de geometria en el espacio:
“Si un punto pertenece a una recta o a un plano, debe verificar sus ecuaciones”

Actividades resueltas
4 Comprueba que los puntos A (1, 1, 1), B (3, 0, O), C (O, 2, O) y D (O, 0, 6) son coplanarios.
Planteamos el determinante de orden 4, hacemos ceros y resolvemos por el adjunto del elemento a;;:

I 1 1 1 I 1 1 1
3 0 1
3 0 01 3 0 0 1
o =—1:[-2 -2 -1|=—(-6-12+18)=0
0 2 01 =20 -2 -1
0 6 1
0 0 6 1 0 0 6 1
Por tanto, los puntos estdn alineados.
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Rectas y planos en el espacio

3. POSICIONES RELATIVAS

Hablamos de posiciones relativas para indicar si dos o mas figuras en el espacio tienen o no puntos en
comun. Las situaciones basicas a reconocer son:

Secantes: Las figuras tienen uno o mas puntos en comun.
No secantes: Las figuras no tienen puntos en comun.

Coincidentes: Todos los puntos son comunes, por tanto son la misma figura.

Eal N

Contenidas: Todos los puntos de una figura pertenecen a la segunda, pero no a la inversa.
Ademas, podemos clasificarlas en funcién de su direccién como:

1. Paralelas: Todos los puntos de una figura estan a la misma distancia de la otra.

2. Perpendiculares: Las figuras forman un angulo de 90°.

La estrategia fundamental para abordar este apartado es:

El tercer concepto basico para resolver problemas de geometria en el espacio:

“Para determinar los puntos en comun de dos figuras (si existen) se resolvera el
sistema formado sus ecuaciones”

3.1. Posiciones relativas de dos planos en el espacio
Sean los planos m y &', dados por su ecuacion general:
n:AX+By+Cz+D=0 1. AX+BYy+Cz+D =0
Consideramos el sistema formado por ambas ecuaciones:
Ax+By+Cz+D=0
{A’x+ BYy+Cz+D'=0

Sea M la matriz de coeficientesy M~ la matriz ampliada con los términos independientes.
A B C . A B C D
M = M =
A B C’ A B C' D

Estudiamos el rango de My M *. Se pueden dar los siguientes casos:

1. Si rg(M ): rg(M *): 1 < n®incognitas = S.C.I.= El
sistema tiene infinitas soluciones. Todos los puntos
comunes (la interseccion) es todo el plano, por tanto
los planos son coincidentes.

El rango es 1 sélo si las dos filas de M y M son
proporcionales, lo que algebraicamente puede

Ty, =TI
interpretarse como que simplificando una de las b
ecuaciones, puede obtenerse la otra.
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Rectas y planos en el espacio

2. Si rg(M)=1¢rg(M’“)=2:> S.I.=El sistema no tiene solucién. Los dos planos no tienen
puntos en comun, luego son paralelos.

\\ \\%

m

El rango de M es 1 sdlo si las filas son proporcionales, lo que geométricamente se interpreta
como que los vectores normales son paralelos. Que D y D’ no mantengan esa relacién de
proporcionalidad quiere decir que contienen distintos puntos.

3. Sirg(M)=rg (M *)= 2 < n° incégnitas = S.C.I. = El sistema tiene infinitas soluciones. En este
caso los planos son secantes y su interseccidon es una recta.

m

Esta situacion es equivalente a lo visto en el apartado 1.4. Dicho de otro modo, las ecuaciones
implicitas de la recta representan geométricamente la interseccion de dos planos.

Esta interpretacion geométrica nos permite simplificar la obtencién del vector director de la
recta definida por sus ecuaciones implicitas: es trivial observar que V esta contenido en ambos
planos, m; y m,. Por ese motivo, V es perpendicular a los dos vectores normales de dichos
planos, N, y f,, lo que nos permite identificarlo con el producto vectorial:

V=n,xn,
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Rectas y planos en el espacio

Actividades resueltas
% Halla el vector director de la recta dada por las siguientes ecuaciones implicitas:

. X+y+z2-2=0
|-x+y+3z+2=0

Los vectores normales de los planos son fi, = (1, 1, 1)) y fi, = (=1, 1,3)). Por tanto:

—_

4 Estudia la posicion relativa de los siguientes planos:
{nl (X—-y+2z-1=0

T, :X+y+3z+1=0

Planteamos el sistema de ecuaciones y hallamos las matrices del mismo:
T X=Yy+2z=1 1 -1 2 . (1 -1 1 1
=M= =M =
T, X+y+3z=-1 1 1 3 1 1 3 -1
Es trivial observar que el rango de M es dos, ya que sus filas no son proporcionales. Por tanto, los
planos no son paralelos sino secantes: 7; y 7, se cortan definiendo una recta.

4 Estudia la posicidn relativa de los siguientes planos:
m, :6X+3y-32-1=0
T, :10X+5y-52+1=0

Planteamos el sistema de ecuaciones y hallamos las matrices del mismo:
w1 6X+3y-3z=1 6 3 -3 . 6 3 -3 1
=M= =>M =
m, :10X+5y -5z =~1 10 5 -5 10 5 -5 -1
Ahora el rango de M es 1, ya que sus filas son proporcionales, y todos los determinantes que

podemos construir a partir de ella son nulos:
6 3] |3 -3 6 -3
10 -5

=0=>rg(M)=1
10 5 5 -5 ‘ gM)

. * . .7 . .
Sin embargo, el rango de M es dos, ya que D y D’ no mantienen la relacién de proporcionalidad
de los demas coeficientes:

-3 1
-5 -1

‘=3—(—5)=8¢0:>rg(M*)=2

Por tanto, los planos m; y m, son paralelos.
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Rectas y planos en el espacio

4 Halla el valor de A, By C para que los siguientes planos sean coincidentes:

T, 12X+By-32+2=0
w, : AX+5y+Cz+3=0

Para que sean coincidentes, los coeficientes A, B, C y D deben ser proporcionales, por tanto:

2_B_-3_2
A 5 cC 3
Resolviendo las ecuaciones dos a dos:
A=3 , B=2  c=22
3 2

{n1:2x+%y—3z+2:0
Por tanto:

M, :3X+5y—-32+3=0

3.2. Posiciones relativas de tres planos en el espacio

Sean los planos wt, " y ©" dados por sus respectivas ecuaciones generales:
n:AX+By+Cz+D=0 n':AX+B'y+C'z+D'=0 n":A"X+B"y+C"z+D"=0

Consideramos el sistema formado por dichas ecuaciones:

Ax+By+Cz+D=0
A'x+B'y+Cz+D'=0
A'xX+B"y+C"2z+D"=0

Sean M la matriz de coeficientesy M~ la matriz ampliada con los términos independientes.

A B C A B C D
M=|A B C’ M"=|A" B C' D’
Aﬂ Bﬂ C” Aﬂ BII CH DI!

Estudiamos el rangode My M .
Se pueden dar los siguientes casos:

1. Sirg (M )= g (M *)= 1 < n®incdgnitas = S.C.l. = Las ecuaciones son proporcionales. El sistema
tiene infinitas soluciones. Los tres planos son coincidentes.

L

T =Ty=Ty

Como en el caso de dos planos, el rango es igual a 1 sélo si las dos filas de M y M " son
proporcionales, y algebraicamente podemos simplificar las ecuaciones a una comun.
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Rectas y planos en el espacio

Ejemplo
4 Los planos:

T, 5X+5y+52-10=0
T, :2X+2y+22-4=0
T, :6X+6y+62-12=0

son coincidentes. Es trivial ver que podemos simplificarlas a una ecuacion comun:

T, :5X+5y+52-10=0

dividiondo mamenres 2 | Xt YT 7-2=0
TC2:2X+2y+2Z—4:0 dividiendo m.a m. entre 2 > X+y+z_2:0
M, :6X+6y+62-12=0

> X+y+2-2=0

dividiendo m.a m.entre 6

2. Sirg(M)=1#rg (M *)= 2 = S.I.= Pueden darse dos casos:

- Si dos ecuaciones son proporcionales y la otra no,
tendremos dos planos coincidentes y paralelos al /":,
tercero.

Que el rango de M sea uno indica que los planos tienen / /
sus vectores ortogonales proporcionales y, por tanto,
son planos paralelos. El plano
no coincidente sera aquél cuyo
término D no sea proporcional a los otros dos, y su ecuacién no sea
simplificable a una equivalente.

/

L4
y

F

N
hh

N

- Sininguna de las ecuaciones es proporcional, tendremos
tres planos paralelos.

Ejemplos
4 En la familia de planos:
T, :5X+5y+52-10=0
T, :2X+2y+272-8=0
T, i6X+6y+62-12=0
M Yy T3 son coincidentes, podemos simplificar sus ecuaciones a ecuacidon comun, pero no

asi m. Sin embargo, los coeficientes A, B y C si son proporcionales en los tres planos. El
plano m; es paralelo a los otros dos.

T :5X+5y+52_10=0 dividiendo m.a m.entre 5 ? X+y+z_2=0
T, :2X+2y+22-8=0

T, :6X+6y+62-12=0

>IX+y+z2-4=0

dividiendo m.a m.entre 2

>IX+y+z2-2=0

dividiendo m.a m.entre 6
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Rectas y planos en el espacio

«+ En la familia de planos:

T, 5X+5y+52-3=0
T, :2X+2y+22-8=0
T, :6X+6y+62-12=0
Los coeficientes A, B y C si son proporcionales en los tres planos, pero no asi el término
independiente, D. Son, entonces, tres planos paralelos.
T, :5X+5y+52-3=0
T, :2X+2y+22-8=0
T, :6X+6y+6z-12=0

3
> —_= =
dividiendo m.a m.entre5 X+ y +1Z 5 0

dividiendo m.a m.entre 2 >IX+Y+27Z— 4=0

dividiendo m.a m.entre 6 > ([ X+ y +Z- 2 = 0

3. Sirg(M )= g (M *)= 2 < n°incdgnitas = S.C.l. = Pueden darse dos casos:

Si dos de las ecuaciones son proporcionales, tenemos dos planos coincidentes que cortan al
tercero.

Lt

I/ =n;

Los dos planos coincidentes son el caso conocido de ecuaciones proporcionales.

Si no hay ecuaciones proporcionales, no hay planos coincidentes. Los tres planos se cortaran
en una recta.

Ty

|~ "

Geométricamente, esta situacién se traduce en que los tres vectores normales a los planos

son linealmente dependientes, pero los infinitos puntos comunes a los tres planos estan
alineados.
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Rectas y planos en el espacio

Actividades resueltas
+ FEstudia la posicion relativa de los siguientes planos:
T, i X—=Yy+22-1=0
T, :X+y+3z+1=0
T, :X=3y+z2-3=0

Planteamos el sistema de ecuaciones y hallamos las matricesMy M :

T X=Yy+22-1=0 1 -1 2 1 -1 2 -1
T, :X+y+3z+1=0;=>M=1 1 3|=M =1 1 3 1
T, X=3y+z-3=0 1 -3 1 1 -3 1 -3

Comprobamos mediante determinantes que el rango de M es dos:

=1-(-)=2#0=rg(M)>2

11
1 -1 2

y [1 1 3|/=1-6-3-2+1+9=0=>rg(M)<3
1 -3 1

. . . . *
Si hallamos los otros tres menores que es posible construir a partirde M :

-1 2 -1 1 2 -1 1 -1 -1
1 3 1/=0, (13 1|=0 y |l 1 1|=0=>rgM)=1g(M)=2
3 1 -3 11 -3 1 -3 -3

vemos que son todos nulos. Por tanto, los planos son secantes y se cortan definiendo una recta.

4. Sirg(M)=2# rg(M *): 3= S.l.= En este caso puede ocurrir:

- Dos de los planos son paralelos y cortan al tercero.

112 rr3

m

Determinamos qué planos son paralelos analizando qué pareja de vectores normales son
proporcionales, pero no hay puntos comunes a los tres planos.

- Ninguno de los planos es paralelo al otro. Se cortan dos a dos y definen un prisma sin bases.
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Rectas y planos en el espacio

%

m

LN

my s

Esta situacion se traduce en que los tres vectores normales son linealmente dependientes,
pero no puede haber puntos comunes a los tres planos ya que el sistema es incompatible.

Actividades resueltas
+ Comprueba que los tres planos siguientes forman un prisma infinito sin bases:

T, X—-Yy+22-1=0
T, :X+y+3z+1=0
T, X=3y+z2+3=0

Excepto el término independiente de la tercera ecuacidn, son los tres planos del ejemplo anterior.

Ya vimos que el rango de M es dos:

1 -1 2
1 1 3|=1-6-3-2+1+9=0=rg(M)<3
1 -3 1

El primer menor que es posible construir a partir de M " es diferente de cero:

-1 2 -1
1 3 1|=9-1-6-9+1-2=-26£0=1g(M")=3=rg(M)=2
-3 1 3

y analizando los vectores normales, vemos que ninguno es proporcional a otro:

¥ yv,te"l.2 7 yv.iiel.2 ¥, yV, el 22
YVl FE—F -, VYyVyio T s Vo ¥yVii—~ 7
1 1 3 1 -3 1 1 -3 1
Por tanto, los tres planos definen un prisma infinito sin bases.
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Rectas y planos en el espacio

5. Sirg(M)=rg (M *)= 3 = S.C.D. = El sistema tiene una unica solucion. Los tres planos se cortan
en un punto.

~

Mz

T3

Actividades resueltas
“+ Estudia la posicion relativa de los siguientes planos:

T, X=Yy+22-1=0
T, :X+y+3z+1=0
Ty X-3y-2-3=0

. . . *
Planteamos el sistema de ecuaciones y hallamos las matricesMy M :

T iX—Y+22-2=0 1 -1 2 1 -1 2 -2
T, X+y+3z+1=0;=>M=[1 1 3 |=>M' =1 1 3 1
m, i X-3y-2-3=0 1 -3 -1 1 -3 -1 -3

Comprobamos que el rango de M es tres:

1 -1 2
1 1 3|=-1-6-3-2-1+9=-420=rg(M)=3
1 -3 -1

Por lo que el sistema es compatible y determinado, los tres planos se cortan en un punto.
Resolvemos con el método de Cramer y se obtiene el punto de interseccién:

x=1, y=1y z=1

Todo lo explicado anteriormente con las ecuaciones generales de los planos sirve también si alguno de
ellos viene dado en ecuaciones paramétricas. Podemos plantear el sistema formado por sus ecuaciones
y analizar su compatibilidad, o bien hallar los vectores normales y comprobar si son paralelos o no.
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Rectas y planos en el espacio

Actividad resuelta
4+ Estudia la posicion relativa de los siguientes planos:

T X—Yy+2z-1=0

X=2+A-3u
T, yYy==1-A+2pn
Z=2\A—1

Método 1:
Expresamos al plano 7, en forma general y aplicamos el método explicado.
Método 2:
Hallamos los vectores normales de ambos planos:
i ] k
A, =(ABC)=n=(,-1,2) f=0xV=f,=|1 -1 2|=-3-5]-k
-3 2 -1
Los vectores normales NO son paralelos, y por tanto tampoco lo son los planos:
1 -1 2 L .
= # — # - = fi, y fi, no son proporcionales

Esto implica que los planos son secantes. Se cortan en una recta.

Si los vectores fueran proporcionales, determinamos si los planos son paralelos o coincidentes
simplemente sustituyendo las coordenadas del punto en la ecuacién del otro plano. Si dicho
punto pertenece a ambos planos, la Unica opcidn posible es que sean coincidentes.

Método 3:
Sustituimos las expresiones paramétricas de m, en m;:

T X=Y+22-1=0
X=2+A-3nu
T, y:—1—x+2u:>(2”‘_3“)_(_1_7”2”)+2'(27“_“)_1:O

Z=2\—p
Operamos y obtenemos: 6A—7u+2=0

Tenemos una relacion entre A y , por tanto los planos son secantes.

Si los planos son paralelos, al sustituir las ecuaciones paramétricas en la general se cancelaran
los términos en A y 1. Dependiendo del término independiente resultante podremos deducir:

— Si obtenemos 0 =0, los planos son coincidentes.

— Si obtenemos 0 =Kk, con k # 0, los planos son paralelos.
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Rectas y planos en el espacio

3.3. Haces de planos en el espacio

3.3.1. Haz de planos secantes

Definimos el haz de planos secantes a una recta como el conjunto de todos los planos que contienen a
dicha recta.

Para obtener el haz de planos secantes a una recta, expresamos la recta como interseccion de dos
planos:

. Ax+By+Cz+D=0
"|AXx+By+Cz+D'=0

Cualquier otro plano del haz debe contener a la recta, por tanto, su ecuacidon debe ser combinacién
lineal de las dos anteriores y la ecuacién del haz de planos secantes es:

m, 1o-(AX+By+Cz+D)+B-(Ax+By+Cz+D')=0 conayp e R.

Si oy B son no nulos, podemos reescribir la ecuacidn del haz de planos secantes como:
m, :(Ax+By+Cz+D)+A-(Ax+BYy+CZ+D')=0coni € R

Ecuacidén que, en ocasiones, simplifica la resolucion de muchos problemas de geometria.

Actividades resueltas
4+ Halla el haz de planos secantes a la recta:

P X2 Y=l g
5 4

Expresamos la recta como interseccién de dos planos:

X+2 y-1
5 T4 | A (x+2)=5-(y- )} 4x+8=5y—5} 4x—5y+13=0}
= =
X+2 = —57-13=
_,a3| x+2=5-(z+3) X+2=52+15] x-52-13=0
5
La ecuacion del haz de planos secantes es:
T, X=5y+13+A(x=52-13)=0
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Rectas y planos en el espacio

<+ Halla el plano del haz de planos anterior que pasa por el punto P (3, 2, -2).
Para que el plano pase por dicho punto, las coordenadas de P deben verificar su ecuacién:
T, X=5Y+13+0M(x=52-13)=0=3+5-2+13+L1-(3-5-(-2)-13)=0
Operamos y obtenemos:
26+A1-0=0

que no tiene solucién. Este es uno de los casos a los que nos referiamos cuando dijimos “en
ocasiones”. Lo que ocurre es que P pertenece al segundo plano, por lo que la ecuacién pedida es
directamente la de ese plano:

m, :X=52-13=0.

3.3.2. Haz de planos perpendiculares

Definimos el haz de planos perpendiculares a una recta como el conjunto de todos los planos
perpendiculares a dicha recta.

/

Es simple ver que el vector director de la recta es un vector normal de cualquiera de los planos del haz.
Siendo la ecuacioén de la recta:

Xx—a y-b z-c
Vl V2 V3

r:

La ecuacién del haz de planos perpendiculares es:

V,X+V,y+Vv,z+D=0 conD € R.

Actividades resueltas

% Halla el haz de planos perpendiculares a la recta:
z-1

X—4
=y+7=——
2 y 3

El vector director de la recta es V=(2,1,3), de modo que la ecuacién del haz de planos
perpendiculares es:

2X+Yy+3z+D=0 conD € R.
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Rectas y planos en el espacio

4 Halla el haz de planos perpendiculares a la recta:
4X-y+2z+1=0
X+y-52-3=0
Necesitamos hallar el vector director de la recta, para lo que procedemos del mismo modo que en
la seccidn 3.1, el vector director de la recta sera el producto vectorial de los vectores normales:
k
V="rixf, =4 -1 2 |=37+227+5k
1 1 -5

—

Por tanto, el haz de planos paralelos tiene por ecuacién:
3x+22y+5z+D =0

3.4. Posiciones relativas de una recta y un plano en el espacio
Consideramos la recta r, dada por las ecuaciones implicitas, y un plano 7, dado por su ecuacion general:

.Ax+By+Cz+D:O}

r. ., ; . . n:A'X+B"y+C"2+D"=0
Ax+By+Cz+D'=0

Consideramos el sistema formado por las ecuaciones de la recta y el plano.

Sean M la matriz de coeficientesy M " la matriz ampliada con los términos independientes.

A B C A B C D
M=|A B C’ M“=| A B" C' D’
A!! B n C 14 A!! B ” C 14 D n

Estudiamos el rango de My M *. Se pueden dar los siguientes casos:

1. Sirg(M)=rg (M *): 2 = S.C.l.= El sistema tiene infinitas soluciones. La recta esta contenida
en el plano.

-__\_\——_

r

La interpretacion geométrica es simple, los tres planos (los dos que definen la recta y el plano =)
pertenecen a un mismo haz.

2. Si rg(M)zZ;trg(M*)=3:> S.I.= El sistema no tiene
solucién. La recta y el plano no se cortan, por tanto son
paralelos.

/

Geométricamente se interpreta que el vector de la recta es
combinacion lineal de los vectores del plano, pero no tienen
ningun punto en comun.
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Rectas y planos en el espacio

3. Sirg(M)=rg (M *)= 3 = S.C.D.= El sistema tiene una unica solucion. La recta y el plano son
secantes y se cortan en un punto.

r

/
AR

[
r
r

Actividad resuelta
% Estudia la posicion relativa de la recta r y el plano 7:

T:X—y+z2-3=0
{x+y+z+1:0

X-y-2-5=0

. . . *
Planteamos el sistema de ecuaciones y hallamos las matricesMy M :

X-y+z-3=0 I -1 1 I -1 1 -1
X+y+z+1=0=>M=|1 1 1 |[=>M=[1 1 1 2
X—y-2-5=0 1 -1 -1 1 -1 -1 -5

Hallamos el rango de M:

1 -1 1
1 1 1|=-1-1-1-141-1=-420=rg(M)=3
1 -1 -1

.7 * . .
Como el rango de M es tres, también lo es el rango de M . Por tanto, el sistema es compatible
determinado y la recta y el plano son secantes, tienen un punto en comun que hallamos
resolviendo el sistema:

n:X—-y+z-3=0
. X+y+z+1=0=P(2,-2,-1)
x—-y-z-5=0

Si la recta r viene dada por su ecuacion continua la mejor opcién es convertirla en sus ecuaciones
paramétricas y sustituir en la ecuacion del plano 7.

Entonces, tendremos una ecuacion de una variable que simplifica el razonamiento:
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Rectas y planos en el espacio

Actividad resuelta

# Estudia la posicion relativa de la recta r y el plano
m:X+2y—-3z-5=0

m:X+2y-3z-5=0 X=2+t
r;X_2= y+1:Z—12 r:qy=-1+2t
1 2 -1
z=1-t

Sustituimos las expresiones paramétricas de X, Y y Z en la ecuacién del plano:
2+t)+2(-1+2t)-3(1-1)-5=0=...=8t-8=0=1t=1

La ecuacion resultante tiene una Unica solucién, por tanto la recta y el plano son secantes, se
cortan en un punto que podemos determinar sustituyendo el valor de t en las ecuaciones de r:

X=2+t Xx=2+1
r:qy=-1+2t cont=1="~P y=—1+23P(3’1’0)

Las otras dos situaciones posibles son:

— Si obtenemos 0-t= 0, larecta esta incluida en el plano.

— Si obtenemos 0-t =k, con k # 0, la recta y el plano son paralelos.

3.5. Posiciones relativas de dos rectas en el espacio
Para estudiar la posicidon relativa de dos rectas en el espacio a partir de sus ecuaciones implicitas:

r.Ax+By+Cz+D:O S.A"x+B”y+C"z+D”:O
"A'x+B'y+CZz+D'=0] = A"X+B"y+C"z+D" =0

planteamos una vez mas el sistema formado por las cuatro ecuaciones:
Ax+By+Cz+D=0
A'x+B'y+Cz+D'=0
A'’x+B"y+C'z+D"=0
A"x+B"y+C"z2+D" =0

Sean M la matriz de coeficientesy M " la matriz ampliada con los términos independientes.

A B C A B C D

A B'" C’ . Al B C' D
M = M =

A" B 4 C 4 A" B 14 C " D 4

AII! B m C m AW B " C 14 D m

Estudiamos el rango de My M *. Se pueden dar los siguientes casos:
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Rectas y planos en el espacio

- Sirg (M )= rg (M *)= 2 = S.C.I.= El sistema tiene infinitas soluciones, lo que implica que las

rectas son coincidentes.
r
/

Que el rango de ambas matrices sea dos implica que sélo dos de las ecuaciones son linealmente
independientes o, geométricamente, que los cuatro planos pertenecen al mismo haz.

- Sirg(M)=2# rg(M *): 3= S.l.=El sistema no tiene solucién y sus vectores directores son
proporcionales. Las dos rectas son paralelas.

—

- Sirg(M)=rg (M *)= 3= S.C.D.= El sistema tiene una Unica solucion. Las dos rectas son
secantes y su interseccion es un punto.

- Sirg(M)=3=#rg (M *): 4 = S.I.= El sistema no tiene solucién. Sus vectores directores no son
proporcionales. Las dos rectas se cruzan.

ji

Si las rectas no vienen dadas en su forma implicita, debemos realizar el estudio analizando sus vectores
directores y puntos por los que pasan (vectores de posicion).

Consideramos las rectas r y S, que vendran determinadas por un punto y un vector director:
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Rectas y planos en el espacio

(p17p29p3) S' Q(q15q25q3)
=(U1,U2,U3) \7:(\/1’\/2’\/3)

P

r:<._

d

Las situaciones antes estudiadas se determinan del siguiente modo:

- Silasrectasrysson coincidentes (r y s son la misma recta)

Esto significa que los vectores U, V y P—Q serdn proporcionales, y por tanto:
ul uZ u3
Rango| v, v, Vv, =1
-P Q=P 0;—P;

- Lasrectas rysson secantes
Esto significa que r y s se cortan en un Unico punto. Los vectores U y V no son proporcionales,
pero el vector Fd es combinacion lineal de ellos. Por tanto, tenemos:
ul u2 u3
=2 y Rango| v, v, v, [=2
-P 4—P, 03—D;

u, u, u
Rango123

- Lasrectasrysson paralelas

En este caso las rectas no tienen ningln punto en comun, pero estdn contenidas en el mismo
plano. Por tanto, los vectores U y V son proporcionales, pero no seran proporcionales al vector

P_Q . Tenemos:
ul u2 u3
Y Rango| v, v, A =2
O-P 0,=P, 0;—DP;

uoupug)

Rango
V1 V2 V3

- Lasrectasrysse cruzan
Esto significa que las rectas no tienen ningln punto en comun ni estan contenidas en el mismo
plano. En este caso, los vectores i, V y P_(j son linealmente independientes. Por tanto:
ul u2 u3
Rango| v, v, Vv, =3
9-P 4—-P, 0;—DP;
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Rectas y planos en el espacio

Actividad resuelta
“+ Estudia la posicion relativa de las rectas:

X+2y—-3=0
: y S:X+2=-2y=z-1
y+z+4=0

Método 1:

Hallamos el vector director de r con el producto vectorial:

i ] k
V=M, xf,=[1 2 0|=2i-]+k
01 1

Y el vector director de s reescribiendo la ecuaciéon continua:
X+2 'y z-1

S:X+2=-2y=z7-1=s: B =V, =1 -17+K
Hallamos ahora el vector ﬁj, siendo P un puntode ry Q un punto de s:
y=0
r ;{X+2y_3:0:> x=3 =>P(30,-4) y Q(201) = PQ=(-50.,5)
y+z+4=0
z=-4
Planteamos la matriz y calculamos el determinante para hallar el rango:
u, u, u, 2 -1 1 2 -1 1
v, v, v, |=| 1 1 1|=]|1 %lz%s;to
-0 4 —-P, 0;—P; -5 0 5 -5 0 5

El rango de la matriz es tres, los vectores i, V y PQ son linealmente independientes, por

tanto las rectas se cruzan.
Método 2:

Obtenemos las ecuaciones implicitas de s:
X+2=-2y X+2y+2=0
S:X+2=2y=72-1= =
X+2=2z-1 X—2+3=0
Consideramos el sistema formado por las ecuaciones de ambas rectas. Sea M la matriz de los
coeficientesy M~ la matriz ampliada:

1 2 0 1 2 0 3
0 1 1 . |01 1 -4
M = M =
1 2 0 1 2 0 -2
1 0 -1 1 0 -1 -3
Estudiamos el rango de M ":
1 2 0 3 1 2 0 3
1 1 -4
01 1 -4 0 1 1 -4
= =10 0 -5/=10-5=5%0
1 2 0 -2(FKFK0O0 O 0O -5
Fi=Fi-h -2 -1 -6
1 0 -1 -3 0 -2 -1 -6

Tenemos que el rg (M *): 4, pero el rango de M es como mucho 3. Las dos rectas se cruzan.
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Rectas y planos en el espacio

CURIOSIDADES. REVISTA

BN
/ Objetos imposibles Perspectiva absurda — William Hogarth

A lo largo del capitulo hemos ido viendo dibujos
de las figuras en el espacio. Muchas veces nos
han servido de ayuda, pero en otras (por
ejemplo, rectas que se cruzan) en el esquema no
estd tan claro qué esta pasando en realidad.

Esto es consecuencia de que proyectar una
imagen tridimensional en el plano implica una
cierta pérdida de informacién, algo que ciertos
artistas aprovechan para realizar dibujos de
figuras imposibles.

Se considera a Oscar Reutersvard el creador
de las figuras imposibles tal y como las
conocemos. En 1934, siendo estudiante, se
encontraba aburrido en una clase de latin y se
puso a dibujar estrellas de varias puntas.

Un dia dibujé una estrella de 6 puntas rodeada
de cubos y comprobd algo extrafio. Colocd 3
nuevos cubos en las esquinas y aparecié una
figura imposible.

Las figuras sobre estas lineas se denominan

triangulos de Penrose, y en 1982 aparecié uno
de ellos en sellos de correo suecos.

N\

En 1956 Roger Penrose publicé un articulo en el que
aparecen otras figuras imposibles.

Parece ser que Penrose se inspiré en dibujos de Escher,

gue todavia no habia pintado figuras imposibles, quien a
su vez se inspird en los articulos de Reutersvard.

- y
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Rectas y planos en el espacio

RESUMEN

Figura en el espacio que Unicamente tiene
longitud, no anchura ni profundidad. Se suele
representar con una letra minuscula,
habitualmente r, y se define a partir de un

punto P (p1,p2,p3) y un vector V = (v,,Vv,,V,) .

Recta

Figura en el espacio tiene longitud y anchura,
pero no profundidad. Se suele representar con
una letra griega, habitualmente m, y se define a
partir de un punto P (pi, p2, pP3) y dos vectores
U=(u,,u,,u,)yv=(v,,v,,v,).

Plano

K
Vector Se llama vector normal del plano
normaldel | m:Ax+By+Cz+D=0 al vector ii=(A,B,C) . .
plano que es perpendicular al plano.
T

Posiciones relativas de dos planos
Planteado el sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones de los dos planos
n:AX+By+Cz+D=0
n':AX+BYy+Cz+D'=0

Sean M la matriz de coeficientesy M " la matriz ampliada con los términos independientes.
A B C . A B C D
M = M =
A" B C A B C' D

Planos rg(M)=rg (|\/| *): 1 < n°incognitas = S.C.1. \ \

coincidentes

K

Planos .
paralelos I’g(M)=1¢rg(M )=2:>3'|.

secantes

Planos rg (M ): rg (M : ) =2 < n®incognitas = S.C.I. ; D
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Rectas y planos en el espacio

Posiciones relativas de dos rectas
Consideramos las rectas r y s, que vendran determinadas por un punto y un vector director:

r.{P(pl,loz,p;,) S,{Q(Oh,qz,%)

i=(u,u,,u;) V=(v,v,,v;)
Rectas (ﬂ - ﬁ) .
coincidentes Rango {0,V,PQ/=1
Rectas = N _—
Rango (u,v, PQ)= 1 vy Rango (U,\?, PQ)= 2 o ~
paralelas T :
Rectas L == —
secantes
Rectas que Rango (U,V,%)= 3 E

Posiciones relativas de una recta y un plano
Consideramos la recta r, dada por las ecuaciones implicitas, y un plano m, dado por su ecuacién general:
Ax+By+Cz+D=0 }

r:
Ax+B'y+Cz+D'=0

Sean M la matriz de coeficientesy M " la matriz ampliada del sistema formado por sus ecuaciones.

n:A'X+B"y+C"2+D"=0

A B C A B C D
M=A" B" C’ M=l A B C'" D’
A" B" C” A" B" C" D"
Recta
contenida rg(M)=rg (M *): 2= SC.l. \"“—h———____\
en el plano

Recta y plano
paralelos

rg(M):Zirg(M*):3:>S.l. \

/

/
Recta y plano rg(M)ng(M*):3:> S.C.D. \ / \
secantes
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Rectas y planos en el espacio

EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

1. -a) Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(l, -1, —2) y tiene como vector director

G =(1,-2,3). Expresa dicha recta de todas las formas posibles.
b) ¢ Pertenece el punto B (3,—5,4) a dicharecta? ¢Y el punto C (— 2,5, —7)?

c) Halla el valor de my n para que el punto D (m,—7,2n) pertenezca a dicha recta.

2. - Expresa de todas las formas posibles la recta que pasa por los puntos A(O,—I,O) y B (1,1,0). Hallar
un punto C que esté alineado con Ay B, y otro punto D que no lo esté.
3. - Dados los puntos A (2,0,1) y B (O,—2,3), se pide:

a) Expresa de todas las formas posibles la recta que pasa por ambos puntos.

b) Halla dos puntos C y D que estén alineados con A y B, de manera que uno de ellos (C) esté
situado entre ambos y el otro (D) esté situado a la izquierda de A.

4. - Expresa de todas las formas posibles las siguientes rectas:

X=—1+A X=3-1A
X—22=2 X+2y=-2
a)r: b) s:<y=3+2A c) rsy=—1+x d) s:
y+z=-1 y—-2z=1
z2=2-XL Z=1+2A
5. - Expresa de todas las formas posibles la recta r :X—;1 = yTH =7 -2 yademas halla:
a) Un punto de dicha recta tal que su segunda coordenada sea - 4.
b) Un punto de dicha recta tal que la suma de sus coordenadas valga 2.
6. - Expresa de todas las formas posibles la recta de ecuacién r = 2x-1 = S_Ty = 3TZ y halla un punto
de la misma cuya primera coordenada sea —4.
7. - Halla las ecuaciones de los ejes OX, OY, OZ y exprésala de todas las formas posibles.
8. - Halla la ecuacidn de la recta que pasa por el punto A (2,1,—1) y es paralela:

a) Al eje OY.

X+2z=0
y—-3z=0
Exprésala de todas las formas posibles.

9. - Dada la recta r:X—_lzl: 2+2
3 -1 -1

b) A la recta de ecuacion I :{

se pide:

a) Expresa dicha recta de todas las formas posibles.
b) Halla un punto de dicha recta tal que la suma de sus coordenadas valga 4.

c) Halla la ecuacion de una recta S que sea paralela a la recta r y que pase por el punto B (l,—2,0)
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Rectas y planos en el espacio

X+y—-2z=2
10. - Expresa de todas las formas posibles la recta I‘:{X ;/y+z o y halla la ecuacion de una recta s

que pasando por el punto B (1,—2,—1) tenga como vector director el de la rectar.

11. - Expresa de todas las formas posibles la ecuacién del plano w:2x—-Yy+3z2—-6 =0 y halla 3 puntos
de ese plano que estén alineados.

12. - Halla la ecuacién del plano (expresarlo de todas las formas posibles) en los siguientes casos:
a) Pasa por el punto A (3,2,~1) y tiene como vectores directores i = (- 1,1,0) y V =(2,0,-1).
b) Pasa por los puntos A (1,2,0) y B(~11,2) y uno de sus vectores directores es 0 = (1,—2,—1).
c) Pasa por los puntos A (0,—2,1), B (— 2,0,—1) y C (1,—2,0).

13. - Halla las ecuaciones de los planos OXY, OXZ, OYZ y exprésalos de todas las formas posibles.

14. - Encuentra las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el punto P (8,9,1) y es paralelo a las

rectas:
; | X=2-2A
X y-3 z+
r—s=——=—- S:y=3A
-2 -1 2 y y
z=—-1-3A
15. - Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto A(— 2,0,1) y contiene a la recta r de ecuacién
X

r-—=y-1=2-1z.
5 y

16. - Expresa de todas las formas posibles la ecuacion del plano que pasa por el origen de coordenadas
. X=3 y+2 z+1
y contiene alarecta r = = = .
3 -2 1
17. - Expresa de todas las formas posibles la ecuacion del plano que pasa por el origen de coordenadas

y contienealarecta r: —x+2=3y=1-1z.

18. - Halla la ecuacion del plano que contiene al punto M (— 1,2,1) y a larecta

X=-=2A
r:qy=2-»
z=-1+3A

19. - Calcula para qué valor de m los puntos A(1,m,2), B(2,3,m)y C (-1,-9,8) estan alineados. En el

caso de que m =0, halla la ecuacién del plano que contiene a dichos puntos. ¢Pertenece el punto
M (2,1,—2) a dicho plano?

. y=1+X X+1
20. - Halla el plano que contiene a larecta I': yesparaleloa s:—=1-y=—.
Z=—-1-2x 3 3

X-3 y-1 z+3

21. - Calcula m y n para que la recta r: 2 = 1 esté contenida en el plano m, cuya

ecuaciones t:mxX+2y—-4z-2n=0.
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Rectas y planos en el espacio

: .y . X+2y-3=0
22. - Estudia la posicion relativa de las rectas I: yS:X+2=-2y=2z-1,yhallala
y+z+4=0
ecuacioén del plano que las contiene.
23. - Halla la posicidn relativa, segun los valores de my n, de las rectas:

LXEm_y 7 g T XTYy-2==2
"2 2 n |2x+4y-3z=5
24. - Estudia la posicion relativa de las siguientes rectas y planos:
X—1 Z -X+3y-z+2=0
r—s=-y+2=— r:
a) 2 2 b) X+y+22-4=0
TCX+4y+Z+2:0 7T2X+y—2—2=0
—X+2y+z2-4=0 x—1 z
r: r;_:y+]:_
c) X—Yy+2Z+2=0 d) 2 -2
n:X-4y-z-4=0

T:2X+Yy+z-2=0
25. - Estudia la posicion relativa de los siguientes planos:
a) {nlz—2x+4y—6z:—4 b) {nl:ZX—y+Z=1
T, X—=2y+3z2=2 T, :—6X+3y-32=3

T, iX—-Yy+32=4 i 3X-y+z=-1
c)4m, :—2X+3y—-2=3 d) {m, :X+y-5z=1
T, :3X—4y+4z=-1 T,y 2X=3y—-z=-1

26. - Estudia, segun los valores de A, la posicidn relativa de los siguientes planos:
T, i-X+2Yy+2=2
b) {7, : X+Ay -2z =1

{nl L 2X+20y —4z=2
a)

T, X—=2y+Az=-1
T, i AX—Yy—4z=-3

T, X—Y+22=4 T iX+AY—2=2
C)qm, :2X+y+z=3 d) {m, :2X—=y+Az=5
T, :3X+AYy+6Z=-8 T, X+10y—-6z=1

27. - Estudia, segun los valores de A, la posicidn relativa de las siguientes rectas y planos, calculando
(cuando sea posible), el punto de interseccidn.

foxal 5 Z ; 2X+Yy—-27+4=0
X+l=-y-2=— :
a) Y 2 b) X—y+2-4=0

m:X-3y+Az+2=0 TiX+4y+Az—-2=0

28. - Dadas las rectas r:%:y—3:z—+13y s:x+1=y—_11=§sepide:

a) Posicidn relativa de ambas rectas.
b) Ecuacidén del plano que contiene a dichas rectas.
x—1 -2
29. - Dadas lasrectasry sde ecuaciones r: x=y=2zy S :T S Al
a) Estudia su posicién relativa.
b) Halla la recta que cortaarysSyes paralelaalarectat: (X, Y, Z) = (1,2,3)+ K(l,2,—1).
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Rectas y planos en el espacio

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

- Dados los planos mt, :3X+2y—z2=6y m, : -2X+ Yy +32—-6 =0, halla la ecuacién de una recta r
gue pasando por el punto M (1,0,—1) es paralela a los dos planos.

y__lzi, S:X+1=-y=12-2, hallar:
-2 m

a) El valor de m para que ambas rectas se corten.

. X
- Dadas las rectas r y s de ecuaciones r :Z =

b) Para ese valor de m, el plano  que contienearys.

c) La ecuacion de la recta que pasa por el punto M (l,l,l) y es perpendicular al plano .

X—y+3z2+4=0
- Dada larecta I: yelplano n:4X-my+5z—-n=0 calcula:
—-2X+Yy-2+2=0
a) Valores de my n para que la recta y el plano sean:
i) paralelos i) perpendiculares iii) la recta esté contenida en el plano.
b) Para m=—1y n =2, el punto de interseccién de la recta y el plano.

c¢) Punto de interseccion de la recta r, con el plano OYZ.

X Z+3 -1 z .
- Dadas las rectas r :5: y—3:—1 y s:x+1:y—:5 , calcula la ecuacion de la recta que

pasa por el punto M (— 1,1,1) y es perpendicular a ambas rectas.

y=—l+x S'X—_Z—y—l—Z—Jr1 se pide:
7=2-3x > 2 2 '

a) Posicion relativa de ambas rectas.

- Dadas las rectas r :{

b) Ecuacién de la recta que pasa por M (— 1,—1,0) y es perpendicular a ambas rectas.

- Halla el 4rea del tridngulo cuyos vértices son los puntos A (1,0,-1), B (1,1,0)y el tercer vértice es el
punto de corte del plano OXZ conlarecta r: x=2y+2=2z-1.

- Dados los puntos A(-1,2,0), B(-3,3,-1) y C (1,a,1), se pide:
a) Calcula el valor de a para que los tres puntos estén alineados.

b) Para a = -1, calcula el perimetro del triangulo que tenga de vértices dichos puntos, asi como su
areay el valor de la altura correspondiente al vértice A.

c) Halla la ecuacion de una mediana.

- Los puntos P (0,1,0) y Q (— 1,1,1) son dos vértices de un triangulo, y el tercer vértice S pertenece a
la recta r: {X:4,Z =1}. Ademas, la recta que contiene a los puntos P y S es perpendicular a la

rectar.
a) Determina las coordenadas de S.

b) Calcula el area del triangulo PQS.
- Los puntos A (O,—2,0) y B (— 1,0,1) son dos vértices de un triangulo isdsceles.
a) Obtén las coordenadas del otro vértice C, sabiendo que pertenece alarecta I : {y =-5,2= O}

b) Halla el valor del dngulo desigual.
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Rectas y planos en el espacio

AUTOEVALUACION
1. Una ecuacidn de la recta que pasa por el punto A(0, 1, 2) y tiene por vector director V = (1,1, 1) es:
X=y+1=0 X y-1 z-1
X,y,z)=(L,L1)+t-(0,1,2); b ; —="—=——; d) 2Xx-3y+1=0
A (6y,2)=( 11+t ) ){x—z+2:0 C)1 1 2 ) d

2. Una ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(3, 1, 2) y B(2, 4, 7) es:

X—y—2=0 5 4 . X=3+5t
-y-2= Xx-2 y-4 z-
XVY,2)=(3,1,2)+t-(2,4,7); b ; = = ; d) y=1+5t
) (y.2)=(3,1,2)+1-(2,4.7) ){x—z—1=o O T TS )y
Zz=2+0t
X=y-2=0
3. El vector director de la recta es:
X—z-1=0
a) (L-1,0); b) (1,0,1); c) (-L1L1); d) (1,1,1)

4. Una ecuacion del plano que pasa por el punto A(3, 1, 2) y tiene como vectores directores U = (1, 2, 3)
y V=(0,1,0)es:

X=3+2A
a) (x,y,2)=(3,1,2)+1(2,4,7)+1(0,1,0); b) 3x—z=11; c) y=1+4r+p
=247\

5. Una ecuacién del plano que pasa por el punto A(3, 1, 2) y contiene a la recta
(x,y,2)=(1,1,1)+1(0,0,1) es:

X=3+2A
a) (x,,2)=(3,1,2)+1(2,1,1)+u(0,0,1); b) x=3;  oy=1;  d)y=1+1
Z=2+A+p
6. Una ecuacion del plano que pasa por el punto A(3, 1, 2) y de vector normal i = (0, 0, 1) es:
X=3+A
a) (x,y,2)=(3,1,2)+2(1,0,0)+u(0,0,1); b) z=2; oy=1; d) y=1
Z2=2+p
7. Una ecuacion del plano que pasa por los puntos A(3, 0, 0), B(0, 5, 0), C(0, 0, 7) es:
X=3+2A
X y z
a) —+=+—=1; b) x-z=3; C) X+z=7; d) y=5A
3757 ) ) )y
z=Tn
8. Losplanos x—z=3y x+z=7son:
a) coincidentes; b) paralelos; c) secantes; d) ortogonales
X=3+4t
X-4 y-1 z+2
9. Lasrectas = = y y=14+6t ;son:
2 3 5
z=2+10t
a) coincidentes; b) paralelas; c) secantes; d) se cruzan
X-4 y-1 z+2
10.El plano x—z =3 ylarecta = 3 = 5 son:
a) la recta estd contenida en el plano; b) paralelos; c) secantes; d) ortogonales
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Rectas y planos en el espacio

Apéndice: Problemas de rectas y planos en las P.A.A.U.
(1) Los puntos P (1,1,0) y Q (0,2,1) son dos vértices contiguos de un rectangulo. Un tercer vértice

pertenece alarecta I: {y =0,z= 1}.
a) Determina los vértices de un rectangulo que verifique las condiciones anteriores.

b) ¢Qué posicidn relativa deberia tener la recta r y la que contiene al segmento PQ para que la
solucion fuese Unica? Razona la respuesta.

(2) Los puntos P (l,—l,l) y Q (3,—3,3) son dos vértices opuestos de un cuadrado que esta contenido en
un plano perpendicular al plano de ecuacion x+y =0.

a) Determina los vértices restantes.
b) Calcula la ecuacién de la recta que pasa por los vértices calculados.
c) Calcula el perimetro del cuadrado construido.

(3) Se considera el paralelepipedo cuyos vértices de la cara inferior son los puntos A(— 1,1,0), B (0,1,1),
C (3,0,0) y D (2,0,-1) con Ay C vértices opuestos. Sea A’ (~3,1,0) el vértice adyacente a A en la
cara superior. Calcula:

a) Las ecuaciones de los planos que contienen a las caras inferior y superior.
b) Los vértices de la cara superior.
c) El volumen del paralelepipedo.
(4) Los puntos A (1,1,0), B (1,1,1), C (2,3,0) y D forman un paralelogramo. Calcula:
a) Las coordenadas del vértice D opuesto a B.

b) El drea del paralelogramo.

c) La ecuacion de la recta que pasa por el punto medio del segmento AC y es perpendicular al
plano que contiene al paralelogramo.

(5) Sea el plano n:{x=2+t,y=s,z=1—28+2t} y la recta S:§: =Z.

y+1
3
a) Encuentra la posicion relativa de los mismos.

b) Halla la ecuacién de la recta r que pasa por el punto P(—1,0,2), es paralela al plano w y es
perpendicular a la recta s.

(6) Dados los puntos A (1,1,0) y B (0,0,2) ylarectar: {X =lL,y=1+A,2= 1+l}, halla:
a) Un punto C er de forma que el tridngulo ABC sea rectdngulo con el angulo recto en C.
b) El plano & que pasa por Ay By es paraleloar.

(7) Considere las rectas r :X_—l:y_—2: ZyY S:X_-I-l:y_—lz Z.
2 3 3 2
a) Da su posicion relativa.

b) Obtén, si es posible, un plano paralelo a s que contengaa'r.
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Rectas y planos en el espacio

X=y=-1
(8) Dado el punto A (1,1,1) ylarecta r: y—z=1 , calcula:

a) Un vector U director de la rectar.
b) El plano © que contiene a la recta ry al punto A.

c) La recta s que pasa por el punto A, estda contenida en el plano © anterior, y su direccién es
perpendicular ala delarectar.
X-=3 -1 z+3
(9) Sean el plano m:ax+2y—4z=bylarectar: 2 _Y 2 = T
a) Con a =1, estudia la posicion relativa de la recta y el plano.

b) Siguiendo con a =1, calcula b para que el punto (3,1,—3) pertenezca a la recta y al plano.
c) Determina los valore de ay b para que la recta r esté contenida en el plano 7.

(10) Un plano &t determina sobre la parte positiva de los ejes OX, OY y OZ tres segmentos de longitudes
2, 3 y 4 metros respectivamente.

a) Halla la ecuacion del plano m.

b) Halla la ecuacion de la recta r que contiene a los puntos A(2,0,3)y B (0,6,a) y estudie la
posicidn relativa de my r segun los valores de a.

c) Para el caso a = 2, halla el punto donde se cortany I.

(11) Se consideran la recta r que pasa por los puntos P (1,2,3) y Q (1,—1,3), y el plano & que contiene a
los puntos A (1,0,1), B (2,—1,3) y C (4,1,0). Calcula:
a) Las ecuaciones implicitas de r y .

b) La posicion relativa de ry .

2X—y-5=0

(12) Se considera la recta I: .
X+2-2=0

a) Determina el plano  que contiene a r y pasa por el origen de coordenadas.
b) Halla la ecuacion de la recta perpendicular a T que pasa por el punto (1,0,1).

(13) Se consideran las rectas r :X—_1 = y%z

a) Calcule m para que las rectas se corten en un punto.

—z+1 y S:{x=1+t,y=m+3t,z=—-1+3t}.

b) Para ese m halle el punto de corte.

(14) Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto P (1,1,2) y es paralelo a las rectas:

x=- 2X-2y=4
r:y=>3t y S: 3
7=t yme=

(15) Encuentra una ecuacion del plano que pasa por el origen de coordenadas, es paralelo al plano
determinado por el punto P (1,—1,0) y la recta que pasa por el punto Q (2,2,2) y tiene vector
director v = (1,2,3).
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Rectas y planos en el espacio

(16) Considera los planos m, : 2X—y+z=0y m, :2-3=0.
a) Estudia la posicion relativade m, y m, .
b) Encuentra, si es posible, una recta paralelaa m, y a m, que pase por el punto (2,2,—1).

(17) Halla los planos que pasando por A (0,2,0) y B (0,0,2), corten al eje OX en un punto C tal que el
area del triangulo de vértices A, By C sea 6.

(18) Halla el area del tridangulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano X+ y—-2z—1=0 con
los ejes coordenados.

(19) Dado el plano de ecuacién m:x—-2y+2z2+7=0, los puntos A(O,1,2), C (— 1,m,2) y sea B el pie
de la perpendicular trazada desde el punto A al plano.

a) Determina el valor de m para que el tridangulo ABC sea rectangulo en B y calcula su area.
b) Halla los dos angulos restantes de dicho triangulo.

(20) Dado el punto A (1,—1,1) ylosplanos mt, :2X+y—-z2+4=0y m, : X-2y+z-2=0, halla:
a) La ecuacidn de la recta que pasa por el punto Ay es paralela a los planos m, y =, .

b) El area del triangulo cuyos veértices son los puntos donde el plano w, corta a los ejes.

c) El volumen del tetraedro de vértice el punto Ay de base el triangulo del apartado anterior.

(21) Halla el volumen del tetraedro que tiene como vértices el punto A(l,l,l) y los puntos en que el
plano m:2X+3y+2z—6=0 corta a los ejes coordenados.

(22) Dada larecta r :X—_l1 :%: z—1yelplano m:x+ay—z+2 =0, hallar el valor de a para que:

a) La recta sea paralela al plano.
b) La recta corte al plano.
c) La recta sea perpendicular al plano.

d) El volumen del tetraedro que tiene como vértices el origen de coordenadas y los puntos donde el

. 1 3
plano corta a los ejes valga 1 u”.

(23) Dados los planos
T, :2X+Z2—-1=0 T,:X+2+2=0 T, X+3y+2z2-3=0
se pide:
a) Obtén las ecuaciones paramétricas de la recta determinada por 1y y 7.
b) Calcula el seno del angulo que la recta del apartado anterior forma con el plano ;.
x=1
(24) Dados el plano &, :2X—y =2,y larecta I':
y—2z=2
a) Estudia la posicién relativa de r y m.
b) Determina el plano que contiene a r y es perpendicular a 7.
c) Determina la recta que pasa por A (— 2,1,0), cortaar,yesparalelaamn.
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Rectas y planos en el espacio

(25) Sean las rectas:

X=1+A

y—1
r:x—2:—I—:z+1 y S:qy=2-%A
72=2M\

a) Halla k para que r y s sean coplanarias.

b) Para el valor anterior de k, halla la ecuacidon del plano que contiene a ambas rectas.

c) Para el valor anterior de k, halla la ecuacion de la recta perpendicular comun a las rectas dadas.
(26) Halla una ecuacidén cartesiana del plano que contiene a la recta r:

ro{x=1+t,y=-1+2t,z=t}
y es perpendicular al plano m:
Ti2X+y—-2=2
(27) Para cada valor del pardmetro real a, se consideran los tres planos siguientes:
T X+y+az=2 T, X+ay+z=-1 Tyiax+y+z=3

Se pide:

a) Calcula los valores de a para los cuales los tres planos anteriores contienen una recta comun.

b) Para los valores de a calculados, halla unas ecuaciones cartesianas de dicha recta comun.

Xx+2 _y-1_z

(28) Dados el plano m:Xx+3y—z =1 ylarecta S:T 5 T

a) Halla la ecuacién general del plano n' que contiene a ry es perpendicular a .
b) Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los planos Ty '

(29) Dados los puntos A(l,O,l) y B (0,2,0), y el plano m: X—-2y—-z—-7=0, determina el plano que es
perpendicular al plano mt y pasa por los puntos Ay B.

(30) Dadas las rectas:

x-1 y+1 z-1 X=y+z=3
r: = = y S:
-1 1 1 3x +z=1
a) Halla el valor de k para que las dos rectas estén contenidas en el mismo plano.

b) Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, determina la ecuacion general del plano que
las contiene.

(31) Calcula las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P(3,—1,0) y corta
perpendicularmente a la recta

X=34+2A
S:qy=4+A
zZ=5+3A
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Resumen

En este ultimo capitulo de geometria en dimensién tres vamos a ser
capaces de resolver problemas de calculo de distancias, de angulos,
de proyecciones... utilizando todo lo aprendido en los anteriores
capitulos de geometria.
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Geometria métrica en el espacio

1. ANGULOS EN EL ESPACIO

1.1. Angulo entre dos rectas

Sabemos que la direccién de una recta viene dada por su vector director. Con ello, podemos deducir:

El dngulo que forman dos rectas es el angulo agudo determinado por los vectores directores de dichas
rectas.

Sean las rectas r y S, con vectores directores respectivos U y
V, tenemos:

0-v
jal-|]

0-v|

jal-|v]

cosa =

= a(r,s) = arc cos

Actividad resuelta

4+ Halla el dngulo determinado por las rectas

x=1-A 3 )
r:y=-2+3A y s:i:y—lzi.
5 -1
z2=2A

De las ecuaciones deducimos facilmente que los vectores directores de r y s son, respectivamente:

i=(-132) vy v=(1-1)

Por tanto:
0] = (-1 +3° +2° =14
V]=452+1% + (-1 =27 — coso=—2 -2
v (-2)

V1427 /378

0-v=(-132)-(5L-1)=-5+3-2=-4=|0-V|=|-4 =4

De aqui: a(r,S)zarccos(\/%j:78°

1.2. Angulo entre una recta y un plano

Al contrario que en el apartado anterior, la direccidn del vector asociado al plano (su vector normal) es
perpendicular al propio plano. Por tanto, en este caso debemos razonar que:

El dngulo que forman una recta y un plano es el complementario del angulo agudo que forman el
vector director de la recta y el vector normal del plano.

Sea la recta r, con vector director U y el plano =, con
vector normal N, tenemos:

|G-A |G-
cosa = ——— = a(r, ) = 90°— arc cos -———
jul-[n] jal-[n
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Geometria métrica en el espacio

Actividad resuelta

< Halla el dngulo determinado por la recta 1 : —3 =y- =—1 yelplano m:5x—-y+3z2-1=0.

Sea i =(~2,1,2) un vector directorde ry fi = ( 1, 3) un vector normal de .

Tenemos:
a|= (—2) +12+22 =49 = 5 5
|f|=+5% +(-1) +32 =4/35 = COsP = =

3-435 3V35
U-i=(-212)-(5-13)=-10-1+6=-5=|0G-fi|=|-5/=5 ¥35
5
De aqui: olr,m)=90°%-arc cos =90°-74°=16°
| (v (3\@)

1.3. Angulo entre dos planos
En este caso los dos vectores normales son perpendiculares a los respectivos planos, de modo que:

El angulo formado por dos planos es el angulo agudo determinado por los vectores normales de dichos
planos.

Sean los planos 7 y T, con vectores normales
respectivos i y fi’, tenemos:

|_. _.,|
=44
i

Actividad resuelta

[’

coso =——-+
Ly

= om, 7) = arccos ]

= Halla el dngulo formado por los planos

X=1+A-2p
ni2X=y+z-4=0 'y qiy=2-2h-p;.
Z=-A+2pn

Sea fi = (2, —1,1) un vector normal de 7, y hallamos el vector normal de 7' con el producto vectorial
de sus vectores directores:

P i K
xV=[1 -2 -1|=-5(+0]-5k

-2 -1 2

5)
<
<

Calculamos:

|A|=y22+(-17 +1* =6

15 43
[ = \/ 5 +0 +(-5)" =5-2 :>C030t=m=7
i-i'=(2-11)(-50-5)=-10+0-5=-5=|i-i'| =|-15 =15
Por lo tanto: a(n,n") = arc cos (?J =30°
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Geometria métrica en el espacio

1.4. Paralelismo, perpendicularidad y posiciones relativas

En el capitulo anterior analizamos las posiciones relativas de rectas, planos y entre rectas y planos a
partir de sus ecuaciones, pero en cada apartado dimos su interpretacion geométrica. Podemos realizar
el mismo estudio a partir de sus vectores aprovechando lo aprendido hasta ahora y teniendo en cuenta
la orientacion relativa de los vectores directores y normales asociados a dichas rectas y planos.

Sean las rectas r y s, y consideremos los planos © y ©'. Para definirlos precisamos de los siguientes
vectores directores, normales y de posicién:

Rectar Recta s Plano &t Plano '
Vector de posicidn punto A punto B punto P punto Q
Vector... ...director U ...director V ..normal A ..normal i’
Entonces, el estudio de las posiciones relativas entre ellos se reduce a los siguientes casos:
Coincidentes Paralelos/as Secantes Perpendiculares Se cruzan
GxvV=0y GxV=0y Uxv=0y UxvV =0y
rys o = o _ u-v —
ixAB=0 UxAB=0 AB,U,V|=0 AB,U,V|=0
G-i=0y i-i=0y .
rymn = = Lo = u-n=0 U x _
AxAP=0 AixAP=0
ny xm=0y xm=0y fixii’ 0 i S
nxPQ=0 AxPQ=0

Actividad propuesta

1. Realiza en tu cuaderno los doce dibujos y comprueba las relaciones vectoriales descritas en la tabla

anterior:

r y s coincidentes

rys paralelas

Iy S secantes

r'ysSsecruzan

Iy mcoincidentes

ry nparalelos

ry wsecantes

ry mperpendiculares

my &' coincidentes

my 7' paralelos

ry 7' secantes

my n' perpendiculares
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Geometria métrica en el espacio

2. PROYECCIONES ORTOGONALES

2.1. Proyeccion ortogonal de un punto sobre una recta

La proyeccién ortogonal de un punto P sobre una recta r serd otro punto Q perteneciente a la recta, y

tal que el vector PQ es perpendicular al vector director de la recta.

Para hallar la proyeccion ortogonal de un punto sobre una recta dada por la ecuacién:

X-a, _Yy-a, 71-8

Vi Va Vs

r

debemos seguir los siguientes pasos:
Método 1:

1. Determinar la ecuacién del plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto P.
Para ello, utilizamos el vector director de la recta como vector normal del plano y utilizamos la
ecuacién del plano dado su vector normal y un punto:

Vy - (X= P+, (Y= p,)+Vy - (2—ps) =0
2. El punto que estamos buscando (la proyeccidn ortogonal) es el punto de intersecciéon de la recta
con el plano.

Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de la recta y del plano.
Vi (al +Vt— p1)+V2 '(az +V,t— p2)+V3 (as +V,t - ps):0
de donde hallamos el valor de t que nos permitird calcular las coordenadas del punto Q:

t = Vl(pl —a1)+v2(p2 —a2)+v3(p3 _a3)
V) +VE V2

Método 2:
1. Como Q pertenece a la recta, sus coordenadas deben verificar la ecuacién de la recta:
Oh=a +Vit , G, =a,+V,t , O;=a;+Vyt
2. El vector P_(j es perpendicular a la recta, por tanto, el producto escalar de dicho vector con el
vector director de la recta es cero:

PQ-Vv=0=V '(ql - p1)+V2 '(qz - p2)+V3 '(Q3 - ps):()
3. Resolvemos la ecuacidn resultante:
Vi (a1 +Vit— p1)+V2 '(az +V,t— p2)+V3 (as +V,t— ps):0
de donde hallamos el valor de t que nos permitird calcular las coordenadas del punto Q:

t = Vl(pl _ai)+V2(p2 —a2)+V3(p3 _as)
V) +VE V2
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Geometria métrica en el espacio

Actividad resuelta

1
4 Halla la proyeccién ortogonal del punto P (1,2,—1) sobre larecta r . X% =y-1= Z%

En primer lugar, hallamos la ecuaciéon del plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto P:

El vector normal de dicho plano sera el vector director de la recta: i = (3, 1 2), y la ecuacion del plano
es de la forma:

3X+y+2z+D=0
Como debe pasar por el punto P (1,2, -1): 3-1+2+2-(-1)+D=0=3+2-2+D=0=D=-3
Tenemos: n:3X+y+22-3=0
Resolvemos el sistema, pasando primero la ecuacidn de la recta a su forma paramétrica:

X+2 1_z+1 5
YT Tl (- 243+ (14 t)+2(-142t)-3=0=14t-10=0=>t ==
3X+y+2z-3=0 !

Sustituyendo el valor de t, obtenemos: {X I%, y 2172,2 Z%}
, 5 , 112 3
Asi, la proyeccién ortogonal del punto P sobre la recta r sera el punto Q 7, 7, 7 .

2.2. Proyeccion ortogonal de un punto sobre un plano

La proyeccion ortogonal de un punto P sobre un plano © es otro punto Q perteneciente al plano, y tal

que el vector PQ es perpendicular al plano.
Para hallar la proyeccién ortogonal de un punto sobre un plano

m

L ]
dado por la ecuacién: ;
i
n:AXx+By+Cz+D=0 i
debemos seguir los siguientes pasos: i
]
1. Determinar la ecuacion de la recta perpendicular al plano © *0q

que pasa por el punto P.
Para ello, utilizamos el vector normal del plano como vector
director de la recta:

r:{x=p +At,y=p,+Bt,z=p,+Ct |

2. El punto que estamos buscando (la proyeccidn ortogonal) es el punto de interseccién de la recta
con el plano.

Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de la recta y del plano.

A-(p, +At)+B-(p, +Bt)+C-(p, +Ct)+D=0

_D+Ap,+Bp,+Cp,

=>t=
A*+B*+C?
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Geometria métrica en el espacio

Actividad resuelta
+ Halla la proyeccion ortogonal del punto P (-1, 3, 2) sobre el plano w:x—2y+3z-1=0.

Buscamos la ecuacién de la recta perpendicular al plano © que contiene al punto P:

El vector director de dicha recta es el vector normal del plano: v = (1, - 2, 3)

La ecuacion de la recta que pasa por Py con vector director V es:

r:{x=-1+t,y=3-2t,z=2+3t}

Determinamos el punto de interseccion del plano con la recta:
n:x-2y+3z2-1=0= (-1+t)-2(3-2t)+3(2+3t)-1=0
- =1
14t-1=0=>t=

Sustituyendo el valor de t, tenemos: {X = —1—94, y Z%, z I% }

, . 9 16 29
Asi, la proyeccién ortogonal del punto P sobre el plano wes el punto Q| ——, —, —

14’ 714
2.3. Proyeccion ortogonal de una recta sobre un plano

La proyeccion ortogonal de una recta r sobre un plano m es otra recta S que esta contenida en el plano,
y tal que el plano T’ que contiene a las dos rectas es perpendicular al plano =.

"1- -

Para hallar la proyeccién ortogonal de una recta sobre un plano, hallamos la ecuacion del plano que
contiene a r y es perpendicular al plano dado. La ecuacién de la recta vendrd dada en forma implicita

. .z !
como interseccion de los dos planosty T .
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Geometria métrica en el espacio

Actividad resuelta

4 Halla la proyeccién ortogonal de la recta r sobre el plano w, siendo:

X=-2+3A
r:y=1+»a y n:X+y—-z+1=0
Z=-3-L

Método 1:

Obtenemos un vector director y un punto de la recta: V = (3, 1, —1) y P (— 2,1, —3), y obtenemos un
vector normal del plano: i = (1,1,-1).

. . . [ .
A continuacién, podemos determinar el plano T que pasa por el punto P y tiene como vectores
directores el vector director de la recta y el vector normal del plano:

X+2 y-1 z+3
3 1 -1 (=0=...=2-2x+11y+52-2=0
-2 1 -3
Tenemos el plano ©n': -2x+11y +5z -2 =0, que contiene a la recta r y es perpendicular a .
La recta que estamos buscando (la proyeccién ortogonal) es, entonces:
X+y—-z+1=0
—2x+11y+52—2:0}

Método 2:

Otra forma de calcular la proyeccién ortogonal de una recta sobre un plano, que puede resultar
interesante dependiendo del problema al que nos enfrentemos, seria:

- Obtener la interseccién de la recta r con el plano &, que es un punto que llamaremos P.
- Calculamos la proyeccién ortogonal de un punto cualquiera de r sobre el plano =, llamémoslo Q.
- Obtenemos la ecuacién de la recta que pasa por esos dos puntos, Py Q.

Dicha recta sera la proyeccién ortogonal buscada.

Actividad propuesta

Xx-3 y+2 z+1

2. Halla la proyeccién ortogonal del punto P (O, 3, 1) sobre larecta r: 2 >

3. Halla la proyeccién ortogonal del punto P (4, 0, 3) sobre el plano m:3x—-2y+z-2=0.

4. Halla la proyeccion ortogonal de la recta r sobre el plano =, siendo:

X—2 +2 711
r:—:y—:— n:2X+3y—-z+1=0
3 4 2
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Geometria métrica en el espacio

3. PUNTOS SIMETRICOS

3.1. Simétrico de un punto respecto de otro punto

El simétrico de un punto P respecto de otro punto Q es otro punto P’ de manera que el punto Q es el
punto medio del segmento PP'.

-
-
-
-
-

-
-
-
-
-

Ya vimos en el capitulo 4 cdmo determinar el punto medio del segmento definido por los puntos Ay B:

M(aﬁbl 3, +b, a3+b3J
2 2 2

Ahora se trata de ir “a la inversa”, dados un extremo y el punto medio, obtener el otro extremo. Si los
puntos tienen por coordenadas P (pl, P,, p3) y Q (ql, qz,qg), y representamos a P’ por P’ (x, Y, z):

%»ZQ—Fﬁ: (Ch_ P, P, —0,, Ps _q3)= (X_qlay_qsz_Q3)
Igualando componentes:

0, — P, =X—-0Q X=2q1+p1
0, =P, =X—-0Q, = y:2q2+ P, r = P'(2q1+ p1’2q2+ pz’z%"' ps)
0; — P; =X—0Q; Z:2q3+p3

Actividad resuelta
% Calcula el simétrico del punto P (2, -1, 4) respecto del punto Q (5, -1, 8).

Sea P’ (pl, P,, p3) dicho punto simétrico.

El punto Q es el punto medio del segmento PP'.

— (2 -1 4
El punto medio de PP’ es ( +2p1 , ; P2 , +2p3 ], luego igualando tenemos:

2+p 5
2 2+ p, =10 =8

-1+ p2 '

T:—l =-1+p,=-2;=p,=-1r = P'(8,-1,12)
2
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Geometria métrica en el espacio

3.2. Simétrico de un punto respecto de una recta

El simétrico de un punto P respecto de una recta r es otro punto P’ de manera que la recta r pasa por el
punto medio del segmento PP’ y el vector PP’ es perpendicular a la rectar.

Para hallar el simétrico de un punto respecto de una recta dada por la ecuacién:
X-a  y-a, 71-8

Vi Va Vs

r

debemos seguir los siguientes pasos:
1. Determinar la proyeccién del punto sobre la recta r, para lo que procedemos como se indico en
el apartado 2.1. Llamaremos a ese punto Q.

2. Determinamos el punto simétrico de P respecto de Q, como hicimos en el apartado anterior.
Actividad resuelta

% Calcula el simétrico del punto P (3,1, — 2) respecto de la recta r :XL:L2 =y-1= ZTH
En primer lugar, hallamos la proyeccidon ortogonal del punto P sobre la recta r; expresamos la
ecuacién de la recta en forma paramétrica:
ro{x=-1+2t,y=1+t,z=-1+2t}

Ahora buscamos el plano perpendicular a la recta r que pasa por el punto P. El vector normal de

dicho plano sera el vector director de la recta: fi = (—1, 1, 2) y la ecuacion del plano es:
~(x=3)+(y-1)+2(z+2)=0= —x+y+22+6=0

La proyeccion ortogonal es el punto de interseccidn de la recta con el plano:
—(-2-t)+(1+t)+2(-1+2t)=0=6t +1=0=>t=1

Sustituyendo el valor de t en las ecuaciones de I, obtenemos: {X = —%, y= —%, Z= —1—30}

5 1 10)

Asi, la proyeccién ortogonal del punto P sobre la recta r serd el punto Q (—E —E, _E

Ahora calculamos el punto simétrico de P (3, 1 - 2) respecto de la proyeccion Q. Sea dicho punto

P’ (pl, P,, p3). Tenemos:

3+p_ 5
3+p, 1 2 5 1 10 1cp, 1 43P =75
-I-pl’ +p2,_ + P, -2 == :>+_pZ:_ :>3+3p2=_1
2 2 2 6 6 3 2 6
-2+p, 10 -6+3p; =-20
2 3
o Lo 14 4 14
De aqui, el simétrico de P respecto de la recta r sera: P —3, —5, —3
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Geometria métrica en el espacio

3.3. Simétrico de un punto respecto de un plano
El simétrico de un punto P respecto de un plano 7 es otro punto P’ de manera que el plano 7 pasa por

el punto medio del segmento PP’ y el vector PP es perpendicular al plano 7.

P
L ]

™

i
]
é
Para hallar el simétrico de un punto respecto de un plano dado por la ecuacion:
n:Ax+By+Cz+D=0
debemos seguir los siguientes pasos:

1. Determinar la proyeccién del punto sobre el plano wt, para lo que procedemos como se indico en
el apartado 2.2. Llamaremos a ese punto Q.

2. Determinamos el punto simétrico de P respecto de Q, como hicimos en el apartado 3.1.

Actividad resuelta

4 Calcula el simétrico del punto P (2, 1, - 1) respecto del plano m:x+3y—-z+4=0.
Hallamos la proyeccién ortogonal del punto P sobre el plano &, para ello buscamos la ecuacion de
la recta perpendicular al plano © que pasa por el punto P. El vector director de dicha recta es el
vector normal del plano: fi =V = (1, 3, —1), y la ecuacién de la recta es:
re{x=2+t,y=1+3t,z=-1-t}
Buscamos el punto de interseccidn del plano con la recta:

(2+t)+3(1+3t)—(-1-t)=0=11t +6=0=t=-=L

Sustituyendo el valor de t en las ecuaciones de r, obtenemos: {x=}—§,y=—}—i,z:—ﬁ}y la

» ) 12 19 1
proyeccién ortogonal del punto P sobre el plano &t sera el punto Q ﬁ _ﬁ' _ﬂ .

Ahora calculamos el punto simétrico de P (2, 1, —1) respecto de la proyeccion Q. Sea dicho punto

P’ (pl, P,, p3). Tenemos:

2+p, _12
2+p, 1 1 12 19 1) 1+p, 19 22 1ip, =24
TP 2EPy TR 26 9 D) 2¥ P 29 L 19491p, — 38
2 2 2 11 11 11 2 11
-1+p, 1 -11+11p, =-2
21U
o (2 49 9
De aqui, el simétrico de P respecto de larectares: P'| —, ——, —
11 11 11
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Geometria métrica en el espacio

4. DISTANCIAS EN EL ESPACIO

4.1. Distancia entre dos puntos

La distancia entre dos puntos A y B en el espacio es el médulo del vector AB .

A(al'aZ’aS)}
= AB=(b, —a,,b, —a,,b, —a
B(blabz’b;g) (l 1 2 2 3 3)

d(A’B)=‘ﬁ‘:\/(b1_al)z +(bz _a2)2 +(b3_as)2

d(A,B)

Actividad resuelta
% Calcula la distancia del punto A (2,1, —1) al punto B (-1, -2, 2).

Hallamos el vector AB y su médulo:
AB =(-1-2,-2-1,2—(-1))=(-3,-3, 3):\@’\:\/(—3)%(—3)%32 ~J27 =33 u

Por tanto:
d(AB)=3J3 u
4 Determina las coordenadas de los puntos que equidistan de los puntos A(2,1, —1) y
B (-1 -2,2).

Si los puntos son de la forma P (x, Y, z), nos dicen que:
d(P,a)=d(P,B)= \/(x—2)2 +(y =10+ (z+1) =\/(x+1)2 +(y+2) +(z-2)

Elevamos al cuadrado, operamos y simplificamos, con lo que obtenemos:
6X+6y—-6z2+1=0u

Que es la ecuacién de un plano, que es el lugar geométrico pedido de los puntos que equidistan
de dos puntos dados.

Actividad propuesta

5. Calcula la distancia del punto A (0, 3, — 4) al punto B(-2,0,5).

6. Determina las coordenadas de los puntos que distan 4 del punto C (2, -1, 1).
7. Determina las coordenadas de los puntos que distan R del punto C (0, 0, 0).
8

Determina las coordenadas de los puntos que equidistan de los puntos A (0, 0, O) y B (O, 0, 2).
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Geometria métrica en el espacio

4.2. Distancia de un punto a una recta

Definicion:

La distancia de un punto P a una recta r se define como la menor de las distancias d(P, Q) siendo Q un
punto de la recta r.

La distancia de un punto P a una recta r es la distancia del punto P a su proyeccién ortogonal sobre
dicha recta.

Método 1:
La primera opcidn es aplicar directamente la definicién:
1. Hallamos la proyeccién del punto sobre la recta, el punto Q.
a. Determinamos el plano ©t perpendicular a r que contiene a P.
b. Obtenemos el punto Q, interseccionde wy r.
O bien,
a. Planteamos el punto Q (X, Y, Z) que pertenece a .
b. Exigimos que el vector @ =(x—-p,,y- p,,Z— p,) sea perpendicular al vector director

de la recta, V, es decir, su producto escalar debe ser nulo PQ-V =0.

2. Calculamos la distancia de P a Q, el médulo del vector ﬁj

Método 2:

La segunda opcién es aprovechar lo que sabemos de vectores. De la ecuacién de la recta podemos
obtener un punto de la misma, A, y su vector director, V:

De la figura, deducimos que la distancia d es la proyeccién del

vector PA sobre el vector PQ. PERO no conocemos el vector

—_—

PQ, asi que no podemos utilizar el producto escalar, pero si el
vectorial de acuerdo a la siguiente figura:

Usando los puntos P y A y el vector Vv construimos el
paralelogramo PABC, y la altura h de dicho paralelogramo es
precisamente la distancia que estamos intentando determinar.
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Geometria métrica en el espacio

Usando la férmula del drea de un paralelogramo:
Area = Base- Altura=|V|-h

Sabemos que la interpretacién geométrica del producto vectorial es, precisamente, el area:

Area = ‘\7 x AP ‘
Igualando ambas expresiones:
. vaP‘
V]-h= \7><AP‘:>h: -
]
Como la altura h coincide con la distancia del punto P a la recta r, tenemos:
o) ‘\7>< AP‘
diP,r)=——
]

Por tanto, el procedimiento a seguir es:
1. Determinamos un punto de la recta, A, y su vector director, V.
2. Hallamos el vector PA (o ﬁ)

3. Calculamos la distancia con la formula:

Vxﬁ‘
d(P,r):f

9]

Actividad resuelta

x-1 y+1 z-1

2 3
A partir de la ecuacidn de la recta obtengamos un punto y un vector director. Es simple ver que son
A (1, -1, 1) y V= (1, 2, 3). Entonces, el vector AP es AP = (1, 0, —1), y hallamos el producto vectorial:

%+ Calcula la distancia del punto P (2,-1,0) alarecta I :

i j Kk
AP 2 3.3 1. |t 2. . . -
VxAP=IL 23 =‘ i g+ ‘-k:—2i+4j—2k=(—z4,-a
10 g 197 -1 10
Como:
<ﬂPr)=téjfﬂ:>\VX35\=K—4&—®L=JG4Y+8Z+04Y:=Jﬂi?ﬁ:16=\@g

7] V] =[(2,4,6)| =2? + 4* + 6> = /4+16+36 = /56
‘Vxﬁ‘
d(P,r)="— :\/%:\/9_76:\/Eu
V| 6 V56 V7

Xx-2 y+3 z-1
4 2 3

Actividad propuesta

9. Calcula la distancia del punto P (0, -1,0) alarecta I':
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Geometria métrica en el espacio

4.3. Distancia de un punto a un plano
Definicion:
La distancia de un punto P a un plano =« se define como la menor de las distancias d(P, Q) siendo Q un

punto del plano m.

La distancia de un punto P a un plano &t es la distancia del punto P a su proyeccién ortogonal sobre
dicho plano.

Sea el punto P (XO, Yo ZO) y el plano n: AX+By+Cz+ D=0, la distancia de P a &t viene dada por la
siguiente expresion:

_|Ax, +By,+Cz,+D|

= e

B

&

Hallamos la proyeccién del punto P (XO, yO,ZO)sobre el plano de ecuacion:

n:AX+By+Cz+D=0

1. Determinamos la ecuacion de la recta perpendicular al plano m que pasa por el punto P con el
vector normal del plano:

r:{x=x,+At,y=y,+Bt,z=2,+Ct }

Demostracion

2. Resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de la recta y del plano.
_D+Ax+By,+Cz,
A* +B* +C?

A-(x, +At)+B-(y, +Bt)+C-(z, +Ct)+ D=0 = t=

3. Ladistancia es el mdédulo del vector @:
PQ = (X, — (X, + At),y, — (Y, + Bt),z, — (z, +Ct))= (- At,—Bt,—Ct)=-t(A,B,C)
entonces:
‘@‘:t- A2+ B?+C?
Y sustituyendo t por su valor:

‘@‘:‘_D+AXO+ByO+CZO

A% + B2 +C?

Ax,+By,+Cz,+D

VA? + B2 +C?

=

AA*+B?+C? = d(P,n)=

Alternativamente, podemos hallar la distancia con la proyeccién

del vector PA sobre el vector normal del plano, siendo A un

d(P,m)
punto cualquiera del plano 7 : f

. n
PA-fi / : l
‘ | A(x, —a,)+B(y, —a,)+C(z, —a)| pd----
d(P, n) ==
Il VA* +B* +C? n
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Geometria métrica en el espacio

Actividad resuelta
= Calcula la distancia del punto P (2, -1 0) alplano m:2x+y—-2+3=0.

Aplicando la férmula:
_|AX, +By,+Cz,+D
VA +B2+C?

Ahora probemos con la proyeccion:

2:2+1-(-1)-0+3
V2% +17 + (-1)?

d(P, ) 7

= d(P,n)=

e Hallamos un punto del plano dando valores a dos de las variables:
Xx=y=0

= A(0,0,3)
0+0-z+3=0=>1z=3

n:2x+y—z+3:0:>{
e Obtenemos los vectores ﬁ yn:

PA=(0-2,--0-(-1),3-0)=(-2,+1,+3) y f=(21-1)
¢ Finalmente:

d(P,n)=

Actividad propuesta

_—

(-2)-2+1-1+(-1)-3
\/22 +1% + (-D)?

:>d(P,n)=‘

e

A? + B2 +C?
10. Calcula la distancia del punto P (0, -3, —2) al plano m:3x—-2y—-4z+1=0.

4.4. Distancia entre dos planos
Definicion:
La distancia entre dos planos © y nt’se define como la menor de las distancias d(A, B), siendo A € ty Be
.
Dados dos planos © y 7', se pueden presentar los siguientes casos:
- Silos planos son coincidentes o secantes: la distancia es cero.

- Si los planos son paralelos: la distancia entre ellos sera la distancia entre cualquier punto de
uno de los planos al otro plano.
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Geometria métrica en el espacio

Actividades resueltas
4 Calcula la distancia entre los planos n:2Xx+y—-2+3=0y n':x+2y-2+1=0

Analizamos los dos vectores normales:
Ai=21-1) y @A =@12-1
Es rdpido ver que NO son paralelos:
2 1 -1
172 -1
por tanto los planos tampoco son paralelos, son secantes y la distancia entre ellos es cero.

# Calcula la distancia entre los planos n:2X+Yy—-2+3=0y n':4x+2y-22+6=0

En este caso vemos que las ecuaciones son proporcionales:
2 1 -1 3
4 2 -2 6

por tanto los planos son coincidentes y la distancia entre ellos es cero.

+ Calcula la distancia entre los planos ©:2X+Yy—-2+3=0y n':4x+2y-22+5=0

A diferencia del ejemplo anterior, los coeficientes A, B y C son proporcionales, pero no asi los
términos independientes D:

2 1 -1 3

—_— == £ —

4 2 -2 5
De modo que los planos son paralelos. Hallamos un punto de uno cualquiera de los planos:
x=y=0

= P(0,0,3)
0+0-z+3=0=>12z=3

n:2x+y—z+3:0:>{

y usamos la férmula de la distancia del punto P al plano =’.

_|AX, +By,+Cz,+D

JA? + B2 +C?

|4.042.0-2-345 _‘ -1| 6 ’
\/42+22+(—2)2 Joa| 12

d(P,n’) :>d(P,n)

Actividad propuesta

11. Calcula la distancia entre los planos: m:x—-y-3z=2y n':—x+2y—-z=1.
12. Calcula la distancia entre los planos: m:x—y—-3z2=2 y n':Xx-y—-3z=5
13. Calcula la distancia entre los planos: m:Xx—y—-3z=2 y n':2x-2y—-6z=4

14. Calcula la distancia entre los planos: m:—2Xx+4y—-2z=7y n':—-Xx+2y-z=1
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Geometria métrica en el espacio

4.5. Distancia entre una recta y un plano
Definicion:
La distancia entre una recta r y un plano m, se define como la menor de las distancias d(A, B), siendo A
un puntoderyBe m.
Dada unarecta ry un plano 7, se pueden presentar los siguientes casos:
- Silarectay el plano tienen algun punto en comun: la distancia es cero.

- Si la recta y el plano son paralelos: la distancia entre ellos sera la distancia entre cualquier
punto de la rectay el plano.

Actividades resueltas

. . x—1

% Calcula la distancia entre la recta y el plano n:2x+Yy—-z+3=0ylarecta r:—== 1 = 3
La forma mas rdpida de analizar el paralelismo entre plano y recta es estudiar la posicion relativa
del vector normal del plano respecto al vector director de la recta:

Siry m son paralelos, 1 y V son perpendiculares
Entonces:
i=(21-1)yV=(L-13), portanto: i-V=(2,1,-1)-(1,-1 3)=2-1-3=-2%0
El producto escalar NO es nulo, Iy T NO son paralelos, la distancia entre ellos es nula.
#+ Calcula la distancia entre la rectay el plano n:2x+Yy—2+3=0ylarecta r: X—_l = y%Z = %
Procedemos como en el ejemplo anterior:
i=(21-1)yV=(113),portanto: i-V=(2,1,-1)-(1,1 3)=2+1-3=0

El producto escalar es nulo, r y w son paralelos o coincidentes. Utilizamos el punto P que podemos
obtener de ecuacion de la recta, P (1,—2,0) para hallar la distancia:

d(P,x)= Ax,+By,+Cz,+D — d(P, )= 2-1+(-2)-0+3| | 3
VA? +B? +C? \/22+12+(—1)2 6
Si el valor de la distancia hubiera salido cero, diriamos que la recta y el plano son coincidentes.

Actividad propuesta

3‘ J6
=—u
2

. . X—-3 +2 z-1
15. Calcula la distancia entre la recta r: - > = yelplano m:2x+y+5=0.
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Geometria métrica en el espacio

4.6. Distancia entre dos rectas
Definicion:
La distancia entre dos rectas r y s se define como la menor de las distancias d(A, B), siendo A e 1, Be s.
Dadas dos rectas r y S, se pueden presentar los siguientes casos:
- Silas rectas son coincidentes o secantes: la distancia es cero.

- Si las rectas son paralelas: la distancia entre ellas sera la distancia de un punto de cualquiera de
las rectas a la otra recta.

- Silas rectas se cruzan: la distancia entre ellas sera la distancia de una de ellas al plano paralelo a
ella que contiene a la otra recta.

En principio, deberiamos hacer un andlisis de las posiciones relativas de las rectas antes de calcular la
distancia entre ellas. Sin embargo, existe un razonamiento mas simple que puede realizarse analizando
los vectores directores y los vectores de posicion de ambas rectas.

Dadas dos rectas ry s, sean los puntos Aer y Bes, ysean, ademas, U un vector directordery V un

vector director de s. Entonces, hallando el vector AB :

e SilixV=0 y UxAB = 0 = las rectas r y S son coincidentes
e SilxV=0 y Ux AB =0 = las rectas r y s son paralelas

o SilixV=z0 y [Na’,u,v]:o = las rectas r y s se cortan

e SilUxV=#0y [AB,U,V]:E 0 = lasrectas ry s se cruzan
Entonces, una vez que hemos comprobado las posiciones relativas de las rectas, procedemos segun lo
explicado:

- Silas rectas son paralelas:

Como ya hemos obtenido los vectores U, V y AB,
hallamos la distancia con la formula:

‘ 7 x AB ‘ ‘ 0 x AB ‘
dpr)=——1 & dPr)=-——1
V] |d]
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Geometria métrica en el espacio

- Silas rectas se cruzan:
En este caso podemos calcular la distancia entre ellas

mediante la expresion:
dir,s)

r.9)= | [AB, 1, 7]

Demostracion

Consideramos el paralelepipedo determinado por los vectores E, dyVv.

Aplicando la férmula del volumen de un paralelepipedo:
Volumen = Area de la base - Altura =| G xV |- h

Con la interpretacion geométrica del producto mixto tenemos:

Volumen :‘ [ﬁﬁfﬁ]‘

Igualando ambas expresiones:
\[ﬁ AC. D] |[AB,u.v]

~ |uxv|-h=|[AB, AC,AD] = h - T
axi[ T Jax]

La altura del paralelepipedo coincide con la distancia entre las rectas r y s, luego tenemos:

AB. 0,7

d(r,s)=‘#—

Actividades resueltas
X+2y-3=0
y+z+4=0

Necesitamos un punto y un vector director de cada una de las rectas. Como r viene dada como
interseccion de dos planos, obtenemos los vectores normales de ambos planos: ﬁz(l, 2, 0) y

+ Halla la distancia entre las rectas 1 : } yS:ix+2=-2y=z-1.

n = (O, 1 1), para obtener el vector director de r como:

i K
. . 2 O O (. |11 2|- . . =
G=fixi'=[1 2 0|= i+ k=2i-j+k=(2,-1,1)
01 1 1 1 1 0 01

Obtengamos un punto de r, para lo que damos un valor a una variable:
y=0
X+2y—-3=0
r ={x+0-3=0=>x=3 = A(3,0,-4)
y+z+4=0
0+z2+4=0=>z=-4

Por otro lado, tenemos la recta
x+2 'y z-1
1 -y 1

de la que obtenemos el punto B (— 2,0, 1) y el vector director V = (1, —%,1), 0 mejor consideramos

S:X+2=-2y=7-1=s5s:

el vector V' = (2, -1, 2) para simplificar los célculos.
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Geometria métrica en el espacio

Empezamos hallando el producto vectorial para ver si son paralelas o no:

i k
o : 11 1 2. |2 -1. . .
ixV=|2 -1 1|= i+ j+ k=-1-2]+0k=(-1-2,0)
5 _1 2 -1 2 2 2 2 -1

No obtenemos el vector nulo, asi que r y s se cortan o se cruzan.

Sea el vector AB = (~5,0,5), hallamos su producto mixto con G y V:

5 0 5
[AB.u.v]=|2 -1 1|=-10-10+0-(-10-5+0)=-20+15=-5
2 -1 2
El resultado es distinto de cero, asi que r y s se cruzan. Utilizamos la expresion para la distancia:
Hﬁ,u,v“
d(r,s)="———

|UxV|
Hallamos el médulo del producto vectorialde Gy V:

|U><\7|=\/(—1)2 +(-2)*+02 =45

y sustituimos:

I
d(r,s)= Txv] =£=E=J§u.

Actividad propuesta

X=2-3t
) ) X+2y—-3z=1
16. Halla la distancia entre las rectas r : yS:<s y=1+t
2X—y+z+4=0
z=-3-2t
X=2-3t
17. Halla la distancia entre las rectas r : X2_1 = yIB _Z _12 y s y=1+t
z=-3-2t
X=2-t
18. Halla la distancia entre las rectas r : X_ll = yIS -z _12 ys:<y=1+t .
z=-3-t
1 3 ) X=1-4t
19. Halla la distancia entre las rectas r : ~—= = yI = Z_l ySiay=-3-2t.
2=2+2t
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Geometria métrica en el espacio

CURIOSIDADES. REVISTA

/ Geometria y arquitectura

En los libros de Secundaria que acostumbras a usar
siempre aparecen edificios clasicos de la antigua Grecia,
Roma y otras culturas antiguas.

Mocarabes en la Alhambra — Granada\

Hoy en dia estamos rodeados de edificios con lineas muy
diferentes y sorprendentes, algunas de las cuales
exploran aspectos de la geometria que hasta hace poco
no se conocian. Esto no quiere decir que sélo hablemos
de los edificios modernos. Los mocdrabes de Ia
Alhambra, en Granada, son un claro ejemplo de cdmo
\ jugar con las tres dimensiones y la repeticion de motivos.

' El Centro Niemeyer de Avilés

J

En otros casos se utilizan
volumenes de revoluciéon, y
se consiguen formas suaves
de aspecto natural.

\_ P

e ~
Aunque si se trata de imitar a

la naturaleza, nada mejor

gue ver como Gaudi imitd la

forma de los troncos y las
ramas en las columnas de la

Sagrada Familia.
3 <

N
/ Monumento a la Constitucion — Madrid >r \
Se exploran, incluso, dimensiones

superiores a tres. El Monumento a
la Constitucion de Madrid es el
modelo tridimensional de lo que se
denomina hipercubo, una figura de
cuatro dimensiones, y recibe el
nombre de Tesseract.

} J
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Geometria métrica en el espacio

RESUMEN
Dadas las rectasry s, y los planos ©y ©' definidos por los siguientes vectores directores, normales y de
posicién:
Rectar Recta s Plano Plano 7'
Vector de posicién punto A punto B punto P punto Q
Vector... ...director U ...director V ..normal i ..normal n’
A a-v
Angulo entre a(r, s) — arccos |# J
dos rectas |u||v|

d
a(r,m)=arcsen T

A n-n'
Angulo entre a(n,n')=arc COS |ﬂ Q
dos planos |A|-| A’
Coincidentes Paralelos/as Secantes Perpendiculares Se cruzan
GxV=0y Uxv=0y UxV=0y L UxV=0y
rys o = — u-v=0 —
ixAB=0 uxAB =0 AB,i,v|=0 AB,U,V|=0
G-A=0y G-A=0y - -
ryn L= o= = u-n=0 uxn=0 E—
AixAP =0 ixAP =0
) Axi'=0y Axi'=0y i S o B
Ty T - BAR_A L o== = nxn' n-n'= E—
nxPQ=0 nxPQ=0

De un punto

Proy(P,n)=Q,PQ L &

sobre una recta Proy(P.1)=Q. PQ Lt /,D-/
I'
i

De una recta scm
Proy(r,m) =s,
sobre un plano T lm
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“ Geometria métrica en el espacio

De un punto
respecto de
otro punto

J'l‘l.

P'= PP'=2-PQ e

P'=PP’'=2-PQ, Q= Proy(P, )

De un punto . .
respecto de un P'= PP'=2-PQ, Q = Proy(P,r)
plano

Entre dos sl v — — N ]
puntos d(A’B)_‘AB‘_\/(bl ai) +(b2 az) +(b3 as)

_|Ax, +By,+Cz,+D|

d(P,m)=
(P.m) VA2 +B%+C?
De un punto a VXND" e
una recta d(P.r)= |\7|

De unarecta a Cfrlm
d(r,m)=d(P,n)si
un plano Per
| [AB. 1,v]
d (r’ S) — — dirs)
|G xV|
5

29 de Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 7: Geometria métrica en el espacio Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés

LibrosMareaVerde.tk Revisora: Milagros Latasa
www.apuntesmareaverde.org.es = Imagenes creadas por los autores



Geometria métrica en el espacio

EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

. . X z+2
1. - Estudia la posicidn relativa de las rectas r :E =y+2=——yS:X=-yY+1=-27 y calcula:

1

a) El punto de interseccion.
b) La ecuacién del plano que las contiene.
c) El dngulo que forman las rectas.
2. -Dados los planos m, :3X+2y—-2=6y m, : —2X+ Yy +32—-6=0, se pide:
a) Estudiar su posicién relativa.
b) Hallar el angulo que forman esos dos planos.

c) Hallar la ecuacidén de una recta s que pasando por el punto N (— 2,1,3) es perpendicular a m, .

w

. - Halla la proyeccidn vertical del punto A (5,—2,—3)sobre elplano m:2x+y—-2z+4=0.

. - Halla la proyeccién de la recta rs—x+2:yT_3:32 +1 sobre el plano m:xX+y+2z-2=0, asi

D

como el angulo que forman la recta y el plano.
5. - Obtener las coordenadas del punto simétrico de A(0,-2,2) respectode larecta r:1—x=y+1=z
6. - Obtén las coordenadas del punto simétrico de A(3,1,2) respecto del plano m:x+y—-z+4=0.
7. - Obtén las coordenadas del punto simétrico de A(O,Z,—l) respecto de:
a)larectar:l+x=y+2=1-z

b)Elplano m:Xx—y+z+1=0

8. - a) Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto A(l,—3,3) y es perpendicular a la recta que
pasa por los puntos B (3,0,-1) y C (1,-1,0).
b) Obtén las coordenadas del punto simétrico de C respecto del plano.
9. - Dado el punto A(—1,2,0) ylarecta r:x+1= —% =2-1,se pide hallar:

a) La ecuacién de la recta s que pasa por el punto Ay corta perpendicularmente a la recta r.
b) El punto de interseccidon de ambas rectasrys.
c¢) Las coordenadas del punto simétrico de A respecto de la recta r.
10. - Calcula la distancia del punto M (—1,1,3):
a) Al punto N (1,-1,2)
b) Al plano m:2x-y-z-3=0
c)Alarecta r:x-1=2y+1=2-z2

11. - Dados los planos ©t, :3X—-2y+z=4y m, :{X:2—7\4+3M,y:—}\,+4}l,z =—1+7L—u}, estudia su
posicidn relativa y calcular la distancia entre ellos.
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Geometria métrica en el espacio

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

r.—2x=y—-3=2z+2
- Hallar la posicién relativa de las rectas 1 _. 2Xx—y+4z=0 vy calcular la distancia entre ellas.
|-x+y-3z=4

- Dadas los pares de rectas,
2X—-2=4
r: r:x=2y=z+1
a)s y+2z=0 b){ x-3 z
X ~z+1 S:——=y+1l=7
Si—=y+1= 2 2
3 2

a) Estudia la posicion relativa.

b) Calcula la distancia entre ellas.

. -3
- Halla la proyeccion de la recta r=—-x+2= yT =3z+1 sobre el plano m:-x+3y+3z-3=0,
asi como la distancia que hay entre la recta y el plano.

y=X+2 .
-Dadalarecta r: 3y’ se pide:

a) Halla la ecuacién de la recta s que pasando por el punto A(—l,O,l) es paralelaalarectar.
b) Calcula la distancia que hay entre ellas.

c) Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto M (— 2,0,1) y contiene a larectar.

. . X—-4y+2+3=0 ) )
- Halla la ecuacion de un plano m que contiene a la recta r: y dista 2 unidades
2X—-2y-2+9=0
del origen de coordenadas.
- Dados el plano y la recta:
x+1 -2 1
X-y+2=0
n:ly-1 1 0 =0 r:
2y+2=0
z 2 -2

a) El punto de interseccion de la recta r con el plano 7.

b) El dngulo que forman la recta r y el plano 7.

c¢) La ecuacion de un plano «t ' perpendicular al plano m y que contenga a la recta r.

- Dados los planos m, : X—y =2y 7w, : X+Y—-22—-4=0, se pide:

a) Ecuacién de una recta que pase por el punto A(O,l,l) y sea paralela a los planos 7, y T, .

b) Valor de my n sabiendo que el punto C(m,O, n) em, ydista ﬁ unidades del plano m,.

- Halla el drea del triangulo cuyos vértices son los puntos A(-10,1), B (0,11) y el tercer vértice es el

X+2 Z+2
punto de corte del plano OYZ con larecta r :T =y-2=——.

z2+2

., X+ . .
- Halla la proyeccién de la recta r :T =y-2= sobre el plano determinado por el origen

de coordenadas y los puntos A (~10.1) y B (0,1.1).
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Geometria métrica en el espacio

AUTOEVALUACION
x=at 5 y—4 743
1) Elangulo formado porlasrectasr:y=-3+t; y s: X=>_ y; = Z+1 es
72=2 B
a) Pl b) C0S0L=——T <) 0050 =—: d) C050L=—2 —
72550 N 726 2

2) Elangulo formado porlos planosm:3x—y+2z2-1=0y n':x+2y—2z-5=0 es:

-1 7 2
a) cosoo=———; b) coso.=——+; ) cosa = ; d) coso=——
V14 -/6 V15 -4 V10 f V16 -/11
3) La proyeccion ortogonal del punto P (0, 0,—1) sobre larecta r: ng = y—12 = Z;_l es:
SEE AL Ninguno de los anteriores
(1 L 3 b) (72 l70 % )(14 114’ 14 d) de |

4) La proyeccién ortogonal del punto P (0, 0,—1) sobre el plano ©: x—2y+3z-1=0 es:
a) (2, _74, }4 b) (L -2,—-2); 1‘2 Ig fg d) Ninguno de los anteriores

5) Elsimétrico del punto P (1, —1,1) respecto del punto Q (0, -1,2) es

a) ,-35); b) (-1,-1,3); o) (3-34); d) Ninguno de los anteriores
6) Elsimétrico del punto P (1, -1,1) respecto de la recta r: X+2 _ y—12 = Z;_1es
%%’,ﬁ ; b) 175, _75, 170 %, 3, 3); d) Ninguno de los anteriores
7) La distancia del punto A (0,1, 0) al punto B(~1,0,2) es

a) 6; b) \/6; c) \/E; d) Ninguno de los anteriores

X+2_y-2_ z+1 os

8) Ladistancia del punto A (0, 1, 0) alarectar: 1"

J98 V89

a) —/——; b) ——; c w/3—7; d) Ninguno de los anteriores
) 14 ) 14 ) ) Ning
9) La distancia del punto A (0,1,0) alplano m:Xx—2y+3z-1=0 es:
) 1 b) 2 ) 3 d) del
a) — - c) T—; Ninguno de los anteriores
14’ J14 J14 8
10) La distancia entre los planos m: X -2y +32—-1=0y n":5Xx—-y+2z2-3=0 es:
) b) 2 ) > d) de |
a) 0; - c) 7T—; Ninguno de los anteriores
V30 V14
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Geometria métrica en el espacio

Apéndice: Problemas de geometria métrica en las P.A.A.U.

. X-=2=2 x+y=1
(1) Considera las rectas I, : yr,:
2x—y=1 2y-z=-1

a) Estudia la posicién relativade 1 y 1,.
b) Encuentra, si es posible, un plano paralelo a I, que contengaa I,.
c) Encuentra la distanciaentre I, y I,.
(2) Considera el punto P (—1,0,1) yelplano n:x—y+z+2=0. Calcula:
a) Las ecuaciones de una recta que pase por el punto P y sea perpendicular al plano m.
b) La distancia d del punto P al plano .
(3) Considera los puntos A(1,2,-3) y 0(0,0,0).
a) Da la ecuacién de un plano m, que pase por Ay O, y sea perpendiculara m, :3X—5y +2z =11.
b) Encuentra la distancia del punto mediode AyOa m,.
(4) Considere el plano m:x—y+z=-1yel punto P (1,0,1).
a) Obtén el punto P’ simétrico de P respecto de 1.

b) Halla el punto de corte del plano 7 con la recta que pasa por Py P’.

=0
(5) Sea s la recta que pasa por los puntos A (1,1,0) y B (0,1,0). Considera larecta r: Z_ 2}.

a) Escribe unas ecuaciones cartesianas de la recta s.
b) Da la posicién relativa de las rectas r y s.
c) Obtén la distancia entre ry s.

(6) Considera un movimiento en el espacio tal que a cada punto de coordenadas (a,b,c) lo mueve al
punto de coordenadas (a+b,a+b+c,a+b).

a) Busca el conjunto de puntos que se mueven al origen de coordenadas.

b) Da una ecuacién del plano © que determinan los puntos del apartado (a) y el punto (1,1,1).

c) Busca la distancia del origen de coordenadas al plano .
(7) Sean el punto P (—1,2,0) y el plano ©:2x -3y +z =8. Calcula:

a) Las ecuaciones de una recta que pase por el punto P y sea perpendicular al plano 7.

b) La distancia d del punto P al plano =.

c) La ecuacion de otro plano, paralelo a « y distinto de él, que diste de P la misma distancia d.
(8) Se consideran los puntos en el espacio A (1,—1,1) y B (2,2,2).

a) Halla el punto medio de Ay B.

b) Da la ecuacién del plano respecto al cual Ay B son puntos simétricos.
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Geometria métrica en el espacio

x=0
(9) Considere el plano m:Xx+y—-z=0ylarecta r: O}'
y-2=

a) Halla la posicion relativa de la recta y el plano.
b) Encuentra una recta perpendicular a ambos.

c¢) Busca la minima distancia entre la recta y el plano dados.

(10) a) Determina el valor de k para que los puntos A(O,Z,l), B(IL—Z,O), C (2,0,3) y D(l,l,k) se
encuentren en el mismo plano.

b) Halla la distancia del origen de coordenadas al plano determinado por los puntos A, By C.

(11) Dado el punto O (0,0,0), busca un punto O’ del espacio tal que la recta que pasa por O y O’ sea
perpendicular al plano ©® de ecuacion x+y+z =3y las distancias de O aty de O" a 7T
coincidan.

(12) Se consideran la recta y plano siguientes:

X=1+2t
r.y=-5-5t m, I X+2y+32-1=0 T, X+2y+4z7-2=0
z=-3+2t

a) Determina la posicion relativa de la recta respecto a cada uno de los planos.
b) Determina la posicion relativa de los dos planos.
c) Calcula la distancia de r al plano m, .
(13) a) Obtén la posicion relativa de los planos m;, que pasa por los puntos A(l,0,0), B (0,2,0) y
C (0,0-1),y =,, que pasa por A'(3,0,0), B'(0,6,0) y C'(0,0,-3).
b) Busca la minima distancia entre los planos anteriores.
(14) Sean el punto P (—1,2,0) yelplano m:Xx+y—-z+2=0.Calcula:
a) La ecuacién de una recta que pase por el punto P y corte al plano 7.
b) La distancia del punto P al plano 1.
(15) Se consideran el plano m, que pasa por los puntos A(l,0,0), B (0,2,0) y C (0,0,—1), y el plano m,
que pasa por los puntos P (3,0,0), Q (0,6,0) vy R (0,0,—S). Calcula:
a) Las ecuaciones generales o implicitas de YT,

b) La posicion relativa de 7, y 7, .

¢) La distancia entre 7 y 7, .
(16) Considere los puntos A(L0,1), B (0,11) y C (0,0,-1).
a) Da las ecuaciones de la recta r que pasa por By C.
b) Calcula el plano © que pasa por Ay es perpendicularar.

c) Halla el punto de corte entrery .
c) Obtén el punto simétrico de A respecto de r.
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Geometria métrica en el espacio

(17) Sean el punto P (—1,2,0) ylarectar: XT_l = % = 7. Calcula:

a) La ecuacién del plano m perpendicular a r pasando por P.
b) El punto de interseccion entrery .
c¢) La distancia del punto P ala rectar.
(18) Dado el punto A(O,l,2) yelplano t:X-y+z-4=0.
a) Calcule la recta r perpendicular al plano 1 que pasa por el punto A.
b) Halle el punto de interseccion entrery =.
c) Halle el punto simétrico de A respecto de .

(19) Se consideran los puntos A (2,-11) y B (-2,31).
a) Halla los puntos C y D que dividen al segmento AB entres partes de igual longitud.
b) Halla el plano respecto al cual los puntos Ay B son simétricos.

(20) Se denotaporrlarecta x—6=y—-7 = % y por P el punto de coordenadas (1,0,1).

a) Halle la ecuacidn del plano que pasa por P y es perpendicularar.

b) Halle el punto de r mas proximo a P y halla la distanciade P ar.
(21) Se denota porrslarecta x—1=1-y=z —% y sea s la recta que pasa por A (1,0,1) y B (1,2,0).

a) Estudia si las rectas r y s se cortan vy, si se cortan, halle el punto de interseccion.
b) Halla la ecuacidn del plano que contiene ary es paralelo as.
c) Halla el punto de r r que equidista de Ay B.

(22) Sean las rectas

Xx=1-t
r'3X+y:1 S:y=2+3t
‘x—kz=2 Y Y= '
z=t

a) Estudia si para algun valor de k las rectas son paralelas.
b) Estudia si para algun valor de k las rectas son perpendiculares.

c) Halla la distancia del punto A(L11) a la rectass.
(23) Dados los puntos A(2,2,0), B(0,0,2) y C (0,1,2).
a) Halla el plano  que contiene a los tres puntos.

b) Calcula un punto P que esté a distancia de zﬁ unidades del plano 1 y del punto medio del
segmento AB.

c) Considerando D (2,1,1) calcula el volumen del tetraedro limitado por los puntos A, B, Cy D.
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Geometria métrica en el espacio

(24) Sea el tetraedro de la figura formado por A(3,0,0), B (0,2,0), C(0,0,6) y D (a,31). Calcula:
a) El drea del tridngulo limitado por los puntos A, By C. D

b) La ecuacién del plano 1 que pasa por los puntos A, By C.

c) El valor de o para que el vector AD sea perpendicular al plano . B

d) Para a =5, el punto D’ simétrico de D respecto al plano 7. A

(25) Sea el punto A(L0,0) yelplano ©:2x+y—z=1.Halla:
a) La ecuacién de la recta que pasa por Ay es perpendiculara w.
b) La ecuacién del plano ©' que pasa por Ay no cortaa 7.
c) La distancia entre los dos planos.
(26) Sean los puntos A(—l,l,O) y B (O,l,l). Determina:
a) Las ecuaciones paramétricas de la recta r que une los puntos.
b) La ecuacién del plano m que pasa por Ay es perpendicular a la recta r.
c) La distancia del punto B al plano =.

(27) Sea el prisma triangular (tridangulos iguales y paralelos) de la figura, con A (1,—1,0), B (1,0,—1),

C(01-1)y A" (L-1a). Calcula: l‘"
a) La ecuacién del plano © que pasa por los puntos A, By C. A ‘ B
b) El valor de a. para que el plano 7', que contiene los puntos A’, B’y C’,

diste una unidad del plano 7. A .

c) Para a =1, el plano 7'y el volumen del prisma. *
(28) Los puntos A (1,1,0), B (L11), C (2,3,0) y D forman un paralelogramo. Calcule:
a) Las coordenadas del vértice D opuesto a B.

b) El drea del paralelogramo.

c) La ecuacion de la recta que pasa por el punto medio del segmento AC y es perpendicular al
plano que contiene al paralelogramo.

(29) Se considera el paralelepipedo cuyos vértices de la cara inferior son los puntos A(—ILl,O), B (0,1,1),
C(3,0,0) y D(2,0,~1) con Ay C vértices opuestos. Sea A" (~3,0) el vértice adyacente a A en la
cara superior. Calcula:

a) Las ecuaciones de los planos que contienen a las caras inferior y superior.
b) Los vértices de la cara superior.

c) El volumen del paralelepipedo.

. z-3
(30) Dada la recta r de ecuaciéon x+1=y -2 = e y el punto P (1,2,1). Calcula:
a) La ecuacién de la recta que pasa por P, es perpendicular ary se apoyaent.
b) Las coordenadas del punto Q simétrico de P respecto ar.
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Geometria métrica en el espacio

(31) Sea el punto A(lZ,O) perteneciente a un plano 7. Calcula:
a) La ecuacion del plano © sabiendo que P (0,0,—Z) pertenece a la recta perpendicular a © que

pasa por el punto A.

b) La ecuacion de un plano cuya distancia a w sea de 3 unidades.

¢) Un punto B perteneciente a m y al plano w": 2Xx—y =0 y que esta a distancia \/4_5 de A.
X-y+z=-1
6x—-3y+10z=6|

a) Calcula las coordenadas de los puntos P y Q que pertenecen a la recta y distan 5 unidades del
origen de coordenadas.

(32) Sea larecta r:

b) Sea M el punto medio del segmento de extremos P y Q. Calcula sus coordenadas.

c) Justifica por qué de todos los puntos de la recta r, M es el mas préximo al origen de coordenadas.

(33) Los puntos P(l,l,O) y Q (0,2,1) son dos vértices contiguos de un rectangulo. Un tercer vértice
pertenece alarecta r:{y=0,z=1j.

a) Determina los vértices de un rectangulo que verifique las condiciones anteriores.

b) ¢éQué posicidn relativa deberia tener la recta r y la que contiene al segmento PQ para que la
solucién fuese Unica? Razona la respuesta.

(34) Dado el tetraedro con un vértice O sobre el origen de coordenadas y los otros tres A, By C sobre
los semiejes positivos OX, OY y OZ respectivamente, se pide hallar:

a) Las coordenadas de A, B 'y C sabiendo que el volumen del tetraedro es £ u?, que las aristas OA y
OB tienen igual longitud y que la arista OC tiene doble longitud que OA.
b) La ecuacién de la altura del tetraedro correspondiente a la cara ABC.

c) La distancia entre las rectas AC y OB.
d) El dngulo que forman las aristas AC y AB.
(35) Dados los puntos A(-312), B (1,-10) y C (~10,0), se pide:
a) Comprobar si estan alineados, y, en caso contrario, calcular el perimetro y el area del triangulo.
b) Hallar el valor de la altura correspondiente al vértice A.
c) Calcular el valor del angulo correspondiente al vértice B.
d) Hallar la ecuacion de una de las tres medianas.
(36) Dado un triangulo de vértices A (2,1,1), B (0,5,3) yC (4,3,1), halla:
a) El perimetro.
b) El drea.
c) El valor de la altura correspondiente al vértice A.
d) La ecuacion de una mediana.
e) La ecuacion de una mediatriz.

f) La ecuacion de una altura.
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Geometria métrica en el espacio

(37) Sabiendo que la ecuacion de un planoes m:x+2y—-2z2+4=0:
a) Halla la ecuacion de un plano 7' paralelo al plano 7t y que diste una unidad del punto Q (ZLO,—l).

b) Halla la distancia entre ambos planos Ty 1.

c) Halla el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos donde el plano 1 corta a los ejes de
coordenadas.

(38) Dado el plano m:x+y+z=1,larecta r:(xY,2z)=(10,0)+1-(0,11), y el punto P (LL0):
a) Halla la ecuacion de la recta s que sea perpendicular a ry pase por P.
b) Halla el punto P’, simétrico de P respecto de r.
c) Halla el punto P", simétrico de P respecto de .
(39) Se considera el tetraedro cuyos vértices son A(1,0,0), B (111), C(~210) y D(013).
a) Halla el area del triangulo ABC y el volumen del tatraedro ABCD.
b) Calcula la distancia de D al plano determinado por los puntos A, By C.
c) Halla la distancia entre las rectas AC y BD.
(40) Sean los puntos A (1,0,2) y B (1,1,—4).
a) Halla las coordenadas de los puntos P y Q que dividen al segmento AB en tres partes iguales.

b) Si P es el punto del apartado anterior mas préximo al punto A, determina la ecuacién del plano &
que contiene a P y es perpendicular a la recta AB.

. . X—3 z+1
c) Determina la posicion relativa del planomtylarecta r:—— = % = T
(41) Halla los puntos de la recta:
|2x +z=0
Ix-—y+z=3

cuya distancia al plano n:3x+4y =4 esiguala 3 u.
(42) Dados los puntos P (1,1,3) y Q (0,1,0) Q(0; 1; 0), se pide:

a) Halla todos los puntos R tales que la distancia entre P y R sea igual a la distancia entre Q y R.
Describe dicho conjunto de puntos.

b) Halla todos los puntos S contenidos en la recta que pasa por P y Q que verifican:
dist(P,S)=2-dist(Q,S)
donde "dist" significa distancia.
(43) Dados el plano ©:3x+2y—2z+10=0 y el punto P (1,2,3), se pide:
a) Hallar la ecuacion de la recta r perpendicular al plano © que pasa por el punto P.
b) Hallar el punto Q interseccion de m con r.
c) Hallar el punto R interseccion de m con el eje OY.

d) Hallar el drea del tridangulo PQR.
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Resumen

Ya conoces del curso pasado el limite de sucesiones y el limite de funciones, y algunas de sus muchas
aplicaciones, en el estudio de la continuidad de una funcién, de las asintotas en las graficas de
funciones, en el concepto de derivada... Podriamos decir que el “Anadlisis Matematico” se basa en este
concepto de limite. Este curso lo volveremos a revisar aumentando el rigor de las definiciones y el nivel
de los problemas.

Dentro de este estudio nos fijaremos en el significado de “tiende a infinito”. {Qué es infinito? Si
reflexionas, te dards cuenta que el infinito matematico es bastante distinto de lo que ocurre en la
realidad cotidiana. La idea de infinito siempre ha planteado muchas incdgnitas y ha costado mucho
esfuerzo comprenderlo. Para nosotros, ahora es facil. Aladimos a la recta real dos nuevos entes, el —©
y el + oo, de forma que se pueda afirmar que todo nimero real X, estd entre —oo < X < + o0,
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Limites y continuidad

1. IDEA INTUITIVA DE LIMITE

Actividades de introduccion

#* Vamos a estudiar el comportamiento de la funcién f(x)=x* —2x para valores préximos a x = 4.

En la tabla siguiente observamos que, cuando damos a X valores
proximos a 4 pero inferiores que 4, la funcidn f(X) se aproxima o
tiende a 8:

X 3 |35 |39 | 39 3’999 3’9999
f(x)| 3 |525| 7’41 | 779401 | 77994001 | 7°99940001

f(x):x2-2x

Decimos que cuando X tiende a 4 por la izquierda, f(X) tiende a
8, y escribimos:

Six—>4 = f(x)>8
En la tabla que figura a continuacién observamos que, cuando

damos a X valores proximos a 4 y superiores a 4, la funcién f(x)
se aproxima o tiende a 8:

X 5 45 | 41 | 401 4’001 4’0001
f(x) | 15 | 11’25 | 8’61 | 8’0601 | 8°006001 | 8’00060001

4* Decimos que cuando X tiende a 4 por la derecha, f(X) tiende a 8,
- y escribimos:

Six—>4" = f(x) >8

En este ejemplo los dos valores que obtenemos al acercarnos a X = 4 por la derecha y por la izquierda
coinciden, y podemos decir que, cuando X tiende a 4, f(X) tiende a 8 y podemos escribir:

Six>4= f(x)>8
#* Estudiemos ahora el comportamiento de la funcién g(x)=x-E(x) en x = 1, donde E(X) es la
funcién “parte entera de X” que devuelve el mayor entero menor o igual que X.

La tabla siguiente nos muestra la tendencia por la izquierda: g(x)=x-E[x]
X 005 |09 | 099 07999 079999
gx)| 0| 05| 09 | 099 07999 079999

Decimos que cuando X tiende a 1 por la izquierda, g(x) tiende
a lyescribimos: x—>1 =g(x) >1

La tabla siguiente nos muestra la tendencia por la derecha:
x (1’91511 101 |1°001 | 1’0001
g(x)|09|05|01|001|0001 | 0’0001 | ... g(x):

Decimos que cuando x tiende a 1 por la derecha, g(x) tiende a
0y escribimos: x—1"=g(x) >0

x si xe[0,1)
x-1 si xe[1,2)

Los valores no coinciden, y podemos decir que cuando X tiende a 1, g(X) no tiende a ningun valor.
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2. DEFINICION DE LIMITE

En el apartado anterior han aparecido palabras o expresiones tales como tiende a o se aproxima a.
Vamos a formalizar matematicamente el significado de estas expresiones.

2.1. Definicion matematica de limite

Se define entorno de centro ay radio §, y se representa por E(a,$), al intervalo abierto (a-5,a+3):
E(a,8)={xer;|x-a|<5|

Se define entorno reducido de centro a y radio 9, y se representa por E*(a,S), al entorno E(a,d)
excepto el propio punto a:

E'(a,8)={xer; 0<|x—-a|<3}
Hemos visto que la funcién f(x) = x> —2x tiende a 8 o tiene por limite 8, cuando X tiende a 4. La idea de
tendencia o aproximacion se traduce mediante los entornos como:

“Para cualquier E(8,¢), podemos encontrar un entorno E(4,3), de modo que para cualquier x del
entorno reducido E"(4,3), se cumple que suimagen f(x) esta en el entorno E(8,¢)”.

Sin embargo, g(X) = x—E(X) no tiene limite en X = 1 porque no es posible definir un entorno Unico en
el que a cualquier X del entorno reducido E*(LS), su imagen f(x) esté en un entorno fijo, ya que
podriamos definir E(L,¢) o E(0,¢) a izquierda y derecha, respectivamente.

Podemos definir el limite de una funcién en un punto de la siguiente forma:

Una funcién f(x) tiene por limite L cuando X tiende a X,, y se ..\ ____ .

P y=f{(x)
representa como limf(x)=L si para todo entorno E(L,¢) existe un
X—Xg

entorno E(x,,8), de modo que para todo X perteneciente al entorno L §----remmesseess

= Y SRR
reducido E”(x,,5) se cumple que f(x) pertenece al entorno E(L,z): T

lim f(x)=L < VE(L, &), IE(X, 8) ; VX € E(X,8)= f(x) e E(L, &)
X—Xg

o también:

L

| @mmmmm——————
X Pe-mmdmcccma————

»
o
on
=]
b
=1
+
on

lim f(x)=L < Ve>0,35>0;8i0<|x—x |<5=| f(x)-L|<e /

X—>Xg

Una funcién f(x) que cumple esta definicion decimos que es convergente en X, .

Observamos que para que una funcién tenga limite en X, o sea convergente, no es necesario que la
funcion esté definida en X, , pues en la definicidn se habla de un entorno reducido de X, .

Ejemplo
- . L X% —2X
a) Halla el limite en el origen de la funcién f(X) = ———
X+ 2X
Observamos que la funcién no existe en el origen, pero si podemos hallar:
2
Lo XT=2x . (x=2)-x . (Xx-2) -2
lim— :Ilm( ) :Ilm( ):—:—1
o0 x2 42X o0 (x+2)-x  =0(x+2) 2
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2.2. Limites laterales
Ejemplos
a) En el primer apartado hemos visto que la funcién f(x) =x* —2x tiende a 8 cuando X tiende a 4
por la izquierda. Podemos escribir: lim (X2 —2X)=8
x—>4~
b) Asimismo, la funcién g(x) = x — E(x) tiende a 1 cuando X tiende a 1 por la izquierda. Podemos
escribir: lim(x—E(x))=1
x—1
La idea de tendencia por la izquierda queda recogida mediante los entornos laterales a la izquierda de
Xo 0 E7(Xg, 8) =(Xg =8, Xo)

Una funcién f(x) tiene por limite L cuando X tiende a x, por la izquierda, y se representa como
limf(x)=L

X%5
si para todo entorno E(L,¢) existe un entorno lateral a la izquierda de x,, E™(Xy, 8) = (X, =98, X;), de
modo que para todo X perteneciente a este entorno lateral, se verifica que f (x) pertenece al entorno
E(L,e):
lim f(x)=L < VE(L ), 3E (X, 8); ¥xeE (X, 8)= f(x)eE(L, &)

X=X
o también
lim f(x)=L< Ve>0,38>0; si0<x,—-d<x<xX,=|f(x)-L|<e
X—>Xg
Ejemplos

a) En el mismo epigrafe hemos visto que la funcién f(x)=x?—2x tiende a 8 cuando X tiende a 4

por la derecha. Podemos escribir: lim (x* —2x) =8
X—>4*

b) Asimismo, la funcién g(x) = x — E(x) tiende a 0 cuando X tiende a uno por la derecha. Podemos
escribir: lim (x-—E(x))=0
x—1*
La idea de tendencia por la derecha queda recogida mediante los entornos laterales a la derecha de X,

Una funcién f (x) tiene por limite L cuando X tiende a x, por la derecha, y se representa como
limf(x)=L

X%
si para todo entorno E(L,¢) existe un entorno lateral a la derecha de x,, E™(X;, 8) = (Xq, Xy +9), de
modo que para todo X perteneciente a este entorno lateral, se verifica que f (x) pertenece al entorno
E(L,e):

lim f(x)=L < VE(L, &), JE" (X, 8); VxeE*(xy, 8)= f(x) e E(L, &)

X—Xg

o también
lim f(x)=L< Ve>0,38>0; si0<x,<x<X +8=|f(X)-L|<e

X—=X3
Es interesante notar que para que una funcion tenga limites laterales en X, no es necesario que la
funcidn esté definida en ese punto.
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La condicidn necesaria y suficiente para que una funcién f (x) tenga limite en un punto X, es que tenga
limite lateral por la izquierda y limite lateral por la derecha, siendo ambos coincidentes.
limf(x)=L=Ilim f(x)=3limf(x)=L
X—>Xg X—Xg X=Xg
Ejemplos
a) Observamos que la funcién f(x) = x* —2x tiene limite lateral por la izquierda y limite lateral

por la derecha cuando X tiende a 4, siendo ambos iguales a 8, por lo que el limite de la funcién,
cuando X tiende a 4, existe y vale 8:

le;rp(x2 —2x)=8

Sin embargo, la funcién g(x) = x— E(X) no tiene limite cuando X tiende a 1, puesto que aunque existen
los limites laterales cuando X tiende a 1, no son coincidentes.
lim(x-E(x))=1

x—1"

lim(x—E(x))=0 =2 le'Lnl(x ~E()

Si una funcion tiene limite en un punto, éste es unico.
Ejemplo
a) Dada la funcion

X2+2x si x<0
f(x)=<x>-x si0<x<l1
X2+x si x>1
Halla los limites lateralesenx =-1,enXx=0yenXx = 1.

(1) Analizamos el punto X = —1: Los valores en torno a X = —1 no presentan problema alguno, se
evallan con el primer trozo de la funcién, y es seguro que:

lim (x* +2x)= lim (* +2x)= (-1)* +2-(-1) = -1

X—>-1"

Por tanto, existe el limite en x = —1:
lim f(x)= lim f(x)=lim f(x)=-1
x—-1" x—-1

x—>-1"
(2) Analizamos el origen utilizando en cada caso el trozo de funcién adecuado:
lim(x* +2x)=0 y lim(x? —x)=0
x—0~ x—0"

Por tanto, existe el limite en el origen:
lim f(x)=lim f(x)=0= lim f(x)=0
x—0" x—0" x—>0

aunque la funcidén no existe en el origen.

(3) Analizamos el punto x = 1:
Iim(x2 —x):o y Iim(x2 +x):2

x—1" x—1"

Por tanto, no existe el limite en X = 1:
lim f(x)=0= lim f(x)=2= 3lim f(x)=0 aunque la funcién si existe en el punto x = 1.
x—1" x—1* x—0
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3. OPERACIONES CON LIMITES

Si f(x)y g(x) son dos funciones convergentes en el punto X, , cuyos limites son:
limf(x)=L y limg(x)=M
X=Xy

X=X
Se tiene:
XILnX”:[fig](x)=XILrQ)f(x)ixlirpog(x)=LiM !l;rg[k-f](x)=k~!Lr£10f(x)=k-L VkeR
lim f(x)
i[9 )= fim 1(x)-tim g(x)=L-M | o= 2 i fimat) <o

lim §/F(x) = o/ Tim £(x) = VL lim [ (x)]*" :[Il’m f(x)}xmgm L

X—>Xo X—>Xo X—>Xg X—Xo

silimf(x)=0 y limg(x)=0

X=X X=X

Estas expresiones son validas también en el caso de limites en el infinito, por tanto:

lim [f +g}(x)= lim f(x)+ lim g(x) limfk-fx)=k-lim f(x) vker

f lim f(x
xlirll:[f g ]x)= lim f(x).xlirl]wg(x) JLQL{E}(X):W si lim g(x)=0
lim 3/ (x) = g/ Iim £ (x) lim [ (x)]*" =L|irp f(x)]xﬂ'l‘wg(x)

si lim f(x)=0 y lim g(x)=0

X—>to0 X—>o0

En el calculo de limites, es necesario operar con expresiones donde aparece infinito. Estas son algunas
expresiones cuyos resultados son conocidos:

SUMA Y RESTA PRODUCTO COCIENTE POTENCIA
(+00)+ k = +o0 +oo si k>0 k_k v [0 si k>l
k'(+OO): . +(X)_—OO_ k = i
(—o0)+k=—o0 _ o si k<0 0 si O<k<l
(+ 0) — k = +o0 I s? k>0 0 _0 _, e —J0 Sf k>1
(~o0)—k =0 +oo si k<0 +to  — +oo si 0<k<1
(+oo)+(+oo):+oo (+oo).(+oo):+oo k +o00 si k>0 (+ )k +oo si k>0
p— o0 =
(—oo)+(—oo):—oo (+oo)-(—oo):—oo 0 -0 Si k<O 0 si k<O
() O R [y [ e R,

Es importante entender que el algebra del infinito es diferente a la de los nimeros reales y mientras
trabajamos con infinitos las cosas no suelen ser cémo parecen.
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4. LIMITES INFINITOS

4.1. Limites infinitos en un punto finito

Observamos en la figura adjunta que, a medida que nos aproximamos a
X, por la izquierda, los valores correspondientes que toma la funcién son

y=fix)

cada vez mayores.

Afirmamos que cuando X tiende a x, por la izquierda, f (x) tiende a +oo:
lim f (x) = +o0

X=X, B Xy

I S —

Una funcién f (x) tiene por limite +oo cuando X tiende a X, por la izquierda si para todo nimero real K

existe un entorno lateral a la izquierda de x,, E™ (X, 8) = (X, =9, X;), de modo que, para todo X que
pertenece a este entorno, se verifica que f(x) es mayor que K.
lim f(x)=+0 < VK eR,38>0;Vxe E (X, 8)= f(x)>K

X—=>Xo

En esta figura observamos que, a medida que nos aproximamos a X, por

la derec