Continuidad en un intervalo

Continuidad en un intervalo cerrado

Una funcion f(x) es continua en un intervalo cerrado [a, b] si:

e fescontinua en x, para todo x perteneciente al intervalo abierto (a, b)

e fescontinuaen a por la derecha:

fla)=Ilim f(x)
e fescontinuaen b por laizquierda:
f(a)=lim f(x)
Consecuencia

Si f es continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces f esta acotada en dicho intervalo.

Ejemplo:
_ . x? §I X <2 _
Estudiar la continuidad f(x)= . de en el intervalo [0, 4]
4 81 x=22

f(x) es continua por la izquierda en x = 0 , ya que f(x) = x* por ser una funcién polinémica es
continua en toda E.

f(x) es continua por la derecha en x = 4 , ya que f(x) = 4 por ser una funcién polinémica es continua
entoda R.

Para que f(x) sea continua en todos los puntos del intervalo (0, 4) tenemos que estudiar la
continuidad en el punto x = 2, que es el tnico dudoso por tratarse de una funcién definida a trozos.

f(2)= 4
Iirg_xzz-*—’l 4
Ixi_r}r21 f{x)=4
Iim+4=4 2 4
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F(2) =lim £(x) Y

Por tanto f(x) es continua en el intervalo [0, 4].



Teorema de Weierstrass

Si una funcién f(x) esta definida y es continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces f(x)
alcanza al menos un maximo y un minimo absolutos en el intervalo [a, b].

Es decir, que hay al menos dos puntos X;, X, pertenecientes a [a, b] donde f alcanza valores
extremos absolutos:

fx)=f{x)=f(x,) Si x e[a,b]
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El teorema de Weierstrass no nos indica donde se encuentra el maximo y el minimo, s6lo afirma
que existen.

Ejemplo:
F(x) = x? sl x <2 |
X+2 S x=2 ’

es continua en el intervalo [-1, 4]

0<f(x)=6 Si xe[-1,4]

Teorema de Bolzano

Sea f una funcion continua en un intervalo cerrado [a, b] y que toma valores de signo
contrario en los extremos, entonces existe al menos un ¢ €(a, b) tal que f(c) = 0.

f(b) B
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Ejemplo:

Comprobar que la ecuacién x> + x — 1 = 0 tiene al menos una solucion real en el intervalo [0,1].

Consideramos la funcion f(x) = x* + x — 1, que es continua en [0,1] por ser polinémica. Estudiamos
el signo en los extremos del intervalo:

f(0)=-1<0

f(1)=1>0

Como los signos son distintos se cumple el teorema de Bolzano, por tanto existe un ¢ €(0. 1) tal
que f(c) = 0. Lo que demuestra que tiene una solucion en ese intervalo.

Propiedad de Darboux

Si f(X) es una funcion continua en el intervalo [a, b] y k es un nimero comprendido entre los
valores f(a) y f(b), entonces existe algun c en (a, b) tal que f(c) = k

f(b) | B
kK @
f(a) -
T L T ® L
a ¢ b

Si Observamos el dibujo podemos definir la propiedad de Darboux de este otro modo:

Si una funcion es continua en el intervalo [a, b] la funcion alcanza en este intervalo todos los
valores comprendidos entre f(a) y f(b).

Ejemplo:
Probar que la funcion f(x) = x(sen x +1) toma el valor 2.

La funcion es continua en toda R por se el producto de dos funciones continuas.

) T . .,
Tomamos el intervalo [— 5’5] y estudiamos el valor de las imagenes de los extremos:

f[—%):ﬂ{?
f(%JZJ[}Z

Por tanto existe un c € [— %,g]tal que f(c) =2
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