L imite de una funcion

El limite de la funcion f(x) en el punto Xo, es el valor al que se acercan las imagenes (las y) cuando
los originales (las x) se acercan al valor xo. Es decir el valor al que tienden las imagenes cuando los
originales tienden a Xo.

Vamos a estudiar el limite de la funcién f(x) = x* en el punto xo = 2.

X f(x) X f(x)
19 3,61 2,1 4.41
1,99 | 3,9601 2,01 4,0401
1,999 |3,996001 2,001 |4,004001
! ! !
2 4 2 4

Tanto si nos acercamos a 2 por la izquierda o la derecha las imagenes se acercan a 4.

Definicidn de Limite de una funcion en un punto

Se dice que la funcién f(x) tiene como limite el nimero L , cuando x tiende a Xo, si fijado un
namero real positivo £, mayor que cero, existe un numero positivo é (dependiente de ¢ ), tal que, para
todos los valores de x distintos de x, que cumplen la condicion [x - xo| < &, se cumple que [f(x) - L| <g..

limf(x)=L < v¥e>0 3I&(e)>0/ 0<|x-3,| <6= GO -L| <&

H—>a

L4+

Tambien podemos definir el concepto de limite a través de entornos:

lim,_., f(x) =L siy solo si, para cualquier entorno de L que tomemos, por pequefio que sea
su radio &, exite un entorno de Xo, E5(Xo) , cuyos elementos (sin contar Xo), tienen sus imagenes dentro
del entorno de L, E.(L).



Limites laterales

Diremos que el limite de una funcién f(x) cuando x tiende hacia a por la izquierda es L, si y sélo
si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si x (a+d, a ), entonces |f (x) - L| <g .

lim fCO=L o ve>03e)>0/ xe(@+a)=>[f(x)-L| <«

HE T

Diremos que el limite de una funcion f(x) cuando x tiende hacia a por la derecha es L , si y sélo si
para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si x (a, a + §), , entonces |f (x) - L| <t

limfCO=Love>03e)>0/ xe(@a+8)=>[fx)-L| <«

H—>a

El limite de una funcion en un punto si existe, es Unico. Para que existe el limite de una funcion
en un punto deben de existir los limites laterales en ese punto y ser iguales.

Ejemplo 1:

F(30) = X Si X <2
48| X2

lim % =4

W=

lim 4 =4

w2t

En este caso vemos que el limite tanto por la izquierda como por la derecha cuando x tiende a 2 es
4,

El limite de la funcidon es 4 aunque la funcién no tenga imagen en x = 2.

Para calcular el limite de una funcion en un punto, no nos interesa lo que sucede en dicho punto
sino a su alrededor.

Ejemplo 2
Dada la funcion:
-1 sj x <0 Hallar lim,_,y f(x)
f(x)={0 si x=0
1 si x>0

im -1=-1  lim 1=1

=07 w—0

Como no coinciden los limites laterales, la funcién no tiene limite en x = 0.



Limites infinitos

Una funcion f(x) tiene por limite 4o cuando x —a, si fijado un naimero real positivo K>0 se
verifica que f(x)>k para todos los valores préximos a a.

limfGO=wovke R I5=8K)=0/ 0<pt-x,| <5=fG) >k

H—3a

Ejemplo:

Una funcién f(x) tiene por limite -oo cuando x —a, si fijado un ndmero real negativo K < 0 se
verifica que f(x) < k para todos los valores préximos a a.

limfG)=—-wo vk e R IB=8k)>0/ 0<x-x,| < 8= f(x) <k

H—>a

Ejemplo:

. 1 . 0
|Im(——2)=—m - -
x>0 M

Limites en el infinito
Limite cuando x tiende a infinito

kove>0 M=Me)eR" /x>M :}|f(}{)—k|-:s
I“i_r}nf(}{)= o< YPeR* M=MP)eR*'/x>M=1t{x)>P
w<VNeRB" IM=MN)e B* / x >M =) <N



Limite cuando x tiende a menos infinito

keve>03dIm=m(g)eR /¥ <m :}|f(}{)—k|<:s
le f(:)=q+t0=VPeE" IM=m{P)eRk /X <M=fGO>P
wSYNeR AmM=m{N)eR /x <M= () <N

Ejemplo 1:
limX+l_y lim X+ 4
H—}n}{_l “"_‘“}{—1
T \n
Ejemplo 2
) W ) w?
lim =co lim = —0




Propiedades de los limites

Limite de una constante

limk =k

X—ra

Limite de una suma
limLF () (GO ]=limF() £lim g(x)
Limite de un producto
lim[F(xg(x)]=1limf(x)limg(x)
Limite de un cociente

[f(x)]_ lim7(x)
g(x)

lim

X—3a

=X i 0
limg{x) S J—TQ(X)#

Limite de una potencia
. . lim gl x
lim[F(x ™= lim[£(x )} si F(x)>0
Limite de un logaritmo

lim[log, f(x)]=log, [Ixi_r}r;f(x)] Sia>0y f(x)»0



Operaciones con infinito: Indeterminaciones

Infinito mas un nimero
oo+ k = oo

Infinito mas infinito
o004 00O = O

Infinito menos infinito

w—cw — Ind
Productos con infinito
Infinito por un niimero
o« (1k )= tco S5t k=0

Infinito por infinito

00« CO =00

Infinito por cero

0:c0 = Ind

Cocientes con infinito y cero

Cero partido por un numero

Un numero partido por infinito

k

4]

=0

Infinito partido por un nimero

(4]
— =m

Kk

Cero partido por infinito



Cero partido por cero

gefnd

0

Infinito partido por infinito

® 5 Ind
o0

Potencias con infinito y cero
Un namero elevado a cero
K =1
Cero elevado a cero

0" »Ind
Infinito elevado a cero
o = Ind
Cero elevado a un nimero

o* _ 0 si k=0
co si k<0

Un numero elevado a infinito

ke - {m si K=0
0 si k<0
Cero elevado a infinito
0= =0
Infinito elevado a infinito
o™ = o
Uno elevado a infinito

1* = Ind

No distinguimos entre +oo y -oo0 para no alargar excesivamente la lista. Nos basta con saber:

La regla de los signosy que a” = 1/a "



Calculo de limites

Calculo del limite en un punto

Si f(x) es una funcion polindmicas, racionales, radicales, exponenciales, logaritmicas, etc, y estd
definida en el punto a, entonces se suele cumplir que:

im-fa)

Es decir: para calcular el limite se sustituye en la funcién el valor al que tienden las x.

Ejemplo 1:
Iin’ll(—}»:2 —5%+6)=-1*-5.146=0
lim =2 F¥-2 7

3% _5x+2 F-5.3+42 4
Iirr}(«f}{z +3}{—J}{2+}{)=(J12+3-1—J12+1)=2—@

Ejemplo 2:

No tiene sentido calcular ~ 1im x

porque el dominio de definicion esta en el intervalo [0, «), por tanto no puede tomar valores que se
acerquen a -2.

Ejemplo 3:

2
) ¥ -0
Sin embargo si podemos calcular lim ————
gostp %23 32 _5X+6

aunque 3 no pertenezca al dominio, D= R—{2, 3}, si podemos tomar valores del dominio tan proximos
a 3 como queramos.

Célculo del limite en una funcién definida a trozos

En primer lugar tenemos que estudiar los limites laterales en los puntos de unién de los diferentes
trozos.

Si coinciden, este es el valor del limite.

Si no coinciden, el limite no existe

Ejemplo:
1 si x <—1
F(x)=4x° Si -1=x <1
2 si x =1

En x = -1, los limites laterales son:



Por la izquierda: lim 1=1

x—=3-1"

lim x*=1
Por la derecha: x3at

Como en ambos casos coinciden, existe el limite y vale 1.

En x =1, los limites laterales son:

Por laizquierda: lim x* =1
x—=1"

Por la derecha: lim 2=2
P

Como no coinciden los limites laterales no tiene limite en x = 1.
Céalculo de limites cuando X —» oo

Para calcular el limite de una funcién cuando x — oo se sustituyen las x por co.

Limite de funciones polinomicas en el infinito

El limite cuando x — oo de una funcion polindmica es 40 0 -0 segtin que el término de mayor
grado sea positivo o negativo.

Ejemplo:

lim (3x* 4+ -23) =

lim (—x* + 5% +6)=—o

Limite de la inversa de un polinomio en el infinito

1

Si P(x) es un polinomio, entonces: lim,_, o = 0
Ejemplo:
lim L —0

xse It px? —2x

Calculo de limites cuando x » —oo

) lim f(x):lim f(—x)
Ejemplo *-» - x3wo 1:

lim (3x* +3¢ - 2:)=lim{-3x* - »x* +2%)= <0

H—3 —o H 3w



Ejemplo 2:

lim (- +5x+6)=lim{(x® -5x-6)=w

=¥ —o H

Ejemplo 3:

lim +2x% -8x -3 = Ijﬂ\fz (-x) -8(-x)-3 =

X3 o

Ejemplo 4:

m +/x* —5x =Ixi_r}r_1,\/(—><')3 =5 (-x) =limy-x* +5x

li
X3 —wm

No existe el limite, porque el radicando toma valores negativos.

Limite de la funcion exponencial

Sia>0
H—3m n
lim a* =0 2
Si0<ax<l1
lima*=0
lim a* =co
2 ( 2 _1 f
Ejemplo 1:
lim 3*% =

XIw

10



Ejemplo 2:

lim 32 =lim 32 =lim 32 -lim{_L. =10
3x—2 Pee]

X—¥—wm X = X—w X 3o

I 1 x42 I 1 —-x 42 I 1 -{x -2} I
. . . . 3% >

Limite de la funcién logaritmica

Sia>0

lim log, x=-c0

x—=3 0

lim log, % =0

H—Fm

Si0<ax<l1

lim log, x=c0

x-3 0

lim log, % =-e

H 3w

Ejemplo:

f(x)=log(x*-9)
D =(-w0,-3) ) (3,m)

Ejemplo 3:

lim log(x* -9) =lim log (-} -9|=log [lim(x* -9) |- logm=w

lim log{ x? —9)=rog[nm ( x2 —9)]:."0g 0* = -0
x -3 x—3-3"

Eﬂ’u.' log( x* —9):."09[.2'_:3’“.-(::3 —9)]:."09 (-9)

MNo existe



lim log{x? -9)=log [Hm(xz —9)]= log 0* = —0
x—=3t x a3t

Ixiﬂ’.' log( x*? —9):!09[?{3’;(}:2 —9)]:."09'00:00

Resolucion de Indeterminaciones

La obtencion de una indeterminacion no significa que el limite no exista 0 no se pueda determinar, en
estos casos hay que efectuar operaciones particulares para resolver cada una de las indeterminaciones.

Tipos de indeterminacion
1. Infinito partido por infinito

® 5 Ind
o0

2. Infinito menos infinito
w—oo — fnd
3. Cero partido por cero

9—}Ind

0

4. Cero por infinito

5. Cero elevado a cero

0" - Ind

6. Infinito elevado a cero
o — Ind
7. Uno elevado a infinito
1* —» Ind

Comparacion de infinitos

Si I,,'_r,” f(x)=do v I“i_r}n g{x) =10

1. f(x) es un infinito de orden superior a g(x) si:

. f(x)
G

Li_r;ll f(x3)-g(x)=c0

2. f(x) es un infinito de orden inferior a g(x) si:

12
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lim f(x)-g(x) =
2. f(x) es un infinito de igual orden a g(x) si:

Liﬂ&ﬁ:lqen

Dadas dos potencias de X, la de mayor exponente es un infinito de orden superior.

Dadas dos funciones exponenciales de base mayor que 1, la de mayor base es un infinito de orden
superior.

Cualquier funcion exponencial de base mayor que 1 es un infinito de orden superior a cualquier
potencia de x.

Las potencias de x son infinitos de orden superior a las funciones logaritmicas.

Dos polinomios del mismo grado o dos exponenciales de la misma base son infinitos del mismo
orden.

Ejemplos:
Calculo de limites por comparacién de infinitos:

'8 a¥

lim| ————|=w
¥ 3w k}{EE_ZSJ

{
. w -7 ; 3
lim = ¥2 > X
® —m 1 _3

L

=0

~ [log{x** -56
Ll_r;rl (2}{2 )

- . : k
Limite de un ndmero partido por cero ¢

El limite puede ser +oo, -0 6 no tener limite.

Ejemplo 1:

li x+1 2
1M = —
x21 w—] 0

En este caso calculamos los limites laterales.

Si le damos a la x valores que se acerquen a -1 por la izquierda, tanto el numerador como denominador
son negativos, por lo que el limite por la izquierda sera: +oo.

Si le damos a la x valores que se acerquen a -1 por la derecha, el numerador serd positivo y el
denominador negativo, por lo que el limite por la derecha sera: - c.

13



Ejemplo 2:

. 1 1

lim— =—

x30 D

lim =1 —w

x—20" W (D—)

lim =~

x0T W (D+)

. 1

Mz ="

Ejemplo 3:
Ilm(—iz)z—l

x—=0 w D

. 1) 1

lim |-—[|=- > = —0
x—30 \ b4 J (D—)

. 1) 1

lim |- —|=- > = —0
x=0 \ b4 J (D+)

m(-5e)
lim|-—[=—
x—30 b4

Indeterminacion infinito partido infinitog

Podemos resolver esta indeterminacion por dos métodos:

1. Por comparacion de infinitos.

Ejemplos:

El numerador tiene mayor grado que el denominador.

.2 =3
H 3w }{ _}{

El denominador tiene mayor grado que el numerador.

. 230 =3
X —3wm }{ —_ }{

14



El numerador y el denominador tienen el mismo grado. Entonces el limite es el cociente entre los
coeficientes de mayor grado.

I 2% -3 2
im=___“"- =2

5 .03
El numer'g@for &s un3|nfinit0 de orden superior.

.3
lim==w
H—}n?“
lim2 -0
¥ 3w BN

El denominador es un infinito de orden superior.

?_
lim¥¥ =2 _g
e wo ]

Como 4 >% el denominador tiene mayor orden.

5]
Ing(z}{ -1 _ 0

lim
® 3w we -5

El denominador tiene mayor orden.

X
= oo

lim
R 3w }{23

El numerador tiene mavyor orden.

2. Si se trata de funciones potenciales dividimos todos los sumandos por la x elevada al mayor
exponente.

2% —3x? w

lm=_—-""_ =-—
X 3w x4_x3 oo
2x®  3x? 2_3
lim X X x*? _2-0_,
e x* x* 1 1 0-0
x5 %9 x X2

Si son funciones exponenciales dividimos por la exponencial de mayor base.

le—r;rl 3x—2 - oo
3%.3? +2"
. 343742 . T3x "'3F 9+0
Ix'_,., 3%.372 L'_rfl 3*.372 1 81
3% 9

15



Indeterminacion infinito menos infinito oo — o

1. Por comparacion de infinitos.
Iimix’ - x> +x* - x*)=w
X 3o

Por tener x* mayor orden.

lIimx®* —fx+3 =

X 3w

Por tener x* mayor orden.

limx? —«{x* +3 =—c0

X—w

Porque g > 2

lim(3* —fx? -2)=o

3* tiene mayor orden

2. Con funciones racionales.

lim 1 - 2X =00 —co
2 lx?_q4 x-2)°

[0 0]
Efectuamos la resta y obtenemos —
[0 0]

Resolvemos esta indeterminacion.

1-2x(x+2)

x? -4

I 2x% —4x +1

=lim
x =2 =2 xz -4

[£4]
[t 4]

i 2x2 —4x +1
= lim 5 =
x-32 x° -4

-2

3. Cuando se trata de funciones irracionales podemos multiplicar y dividir por el conjugado.

Ij_r;rl(xfxz —2 —Jx?+x)=w-w0

[(sz —2 %2 X xE -2 +4x32 +x)]
lim =
x3m (%2 =2 ++{x% +x)




_lim -2-x*-x _lim -2-x
"""’(«fx — 2 +4x2 +x) “"(«fx — 2 +4x? +x)

-2 =
_lim X X i
X—o xz 2 xz w 1+1 2
\’?‘?*\/x—z‘x—z

o . 0
Indeterminacion cero partido cero o

1. Funcion racional sin radicales:

Se descomponen en factores los polinomios y se simplifica la fraccion.

x2+2x+1 0 lim (x+1)° _lim &+ _ 0
im~2—== "= == Im im =—=0
e T | 0 o1 {x +1)(x-1) =1 x-1 -2

2 —
“m1 x° -1 9 lim (x +1)(x 1)=Iimx_1=_2
>-1x? 42x +1 0 x> (x+1)2 x»1x+1 0

x -1 . x-1
im =~ — =-w lim 22—~ =0
-1 x +1 -1t 4]

No tiene limite en x = -1

2. Funcién racional con radicales:

En primer lugar multiplicamos numerador y denominador por el conjugado de la expresion
irracional.

Multiplicamos y dividimos por el conjugado del denominador y simplificamos la fraccion.

0
lim ———
20 1 _ . 1- w D
(1 ++1-x)

Ix.-*“(l J1—x X1 +4/1 - x)
:“mx(1+\i1—x):“mx(1+-,.|'1—x)
X

x =0 1—(1—X) x—0
IxiLTl-]I {(1+-1-x)=2

Indeterminacion cero por infinito 0-co

co 0
Se transforma a = 0a 0 f(x) g = f(l}{) _ Q(IK)
Ejemplo: ag(x) f(x)

17



. 1
I Ml .0
I im(x+7) Z+3

i (x +7Y

X—rwm

[£4]

4% +3

4x? +3

T2

\/I. x% +14x +49 \/T 1
A ~Ya

Indeterminacion uno elevado a infinito 1<

Se resuelve transformando la expresion en una potencia del numero e.

1 f(x)
lim|l+—— =e
x—}a[ f(x )]
1*" Método:

1
Iim(zx +1)x—1 _1e
xll X +2

Sumamos vy restamos 1

1
=lim [1 G 2x+1 —IJH

¥ 4+2

Ponemos a comuin denominador los Gltimos sumando

1
. X —1Y1
= 1 =
xl—rﬂ[ +x+2)

Sustituimos por el inverso del inverso

) 1
_lem 1+ 5

x-1

Elevamos al denominador v a su inverso

18



2° Método. Usando la siguiente transformacion:

MO o FE)
lim [—;g;) _ e (51

X3z
1
(2% +1Yx-1

lim | ———— =1"
x=21\ X +2

lim| =—— =e
x—>1,,k;-::+2‘J

1
_ - 1 2x+1
(2% +1 Y1 I'm“_[ﬁI . -1] _

" 1 2x+l1-x-2 - 1 x -1
lign—| 22"~ = = linn)] — g =2 —
w3alx—1 x+2 _em—n x—-18Ax+2)

19
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